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В современном парке насосной техники широкое применение нашли винтовые насо-
сы Муано, конструктивная простота и высокие характеристики которых позволяют 
использовать их во многих технологических процессах. Одним из направлений раз-
вития данного вида техники является реализация конусно-винтового варианта гео-
метрии рабочих элементов. Основная проблема при переходе от плоской геометрии к 
сферической состоит в размыкании либо взаимном пересечении сопряженных обра-
зующих профилей при перекатывании без проскальзывания производящего конуса 
по базовому конусу, аналогичного плоскому перекатыванию производящей окружно-
сти по базовой окружности. Разработаны алгоритмы расчета сопряженных образую-
щих профилей, на основе которых создана наглядная модель, демонстрирующая 
принципиальную возможность практической реализации конусно-винтовых геро-
торных устройств. 
Ключевые слова: сопряженные образующие профили, базовый конус, производящий 
конус, героторные устройства, конусно-винтовой рабочий элемент. 

Moineau pumps are widely used in many industrial processes due to their structural 
simplicity and high performance. One of the main trends in the development of this type of 
pumps is the implementation of conical actuating elements. The main problem when 
changing from a plane geometry to a spherical one is that the conjugate generating lines 
either do not contact or intersect each other when the generating cone rolls without slipping 
over the base cone. Algorithms for calculating conjugate generating profiles have been 
developed. These algorithms formed the basis for creating an example model to 
demonstrate the fundamental possibility of implementing conical screw gerotor devices. 
Keywords: conjugate generating lines, base cone, generating cone, gerotor device, conical 
screw actuating elements. 

Сопряженные сечения героторных устройств, 
запатентованных 27 декабря 1932 г. француз-
ским инженером Рене Жозефом Луи Муано 
(Rene Jozeph Louis Moineau) [1], образуются 
либо как семейства эпициклоид, чередующих-
ся с гипоциклоидами, подобранными в опре-
деленных геометрических пропорциях, либо 

как семейства эквидистант, откладываемых от 
гипоциклоид. Известны также и гипотрохоид-
ные варианты сопряженных сечений [2, 
fig. 14]. 

Количество винтовых заходов для внутрен-
него сечения n1 и для внешнего сечения n2 все-
гда подчиняется соотношению n2 = n1+1 [2]. 
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В настоящее время в большинстве геротор-
ных устройств используются профили, пред-
ставляющие собой семейство эквидистант к 
гипоциклоидам (рис. 1). Это обусловлено тем, 
что у профилей, образованных последователь-
ностями эпи- и гипоциклоид, вход выступа 
внутреннего профиля в нишу наружного про-
исходит с обхватывающим замыканием. Кроме 
того, такой профиль имеет бесконечную кри-
визну в окрестностях точек перехода от участка 
гипоциклоиды к участку эпициклоиды [2]. 

Перспективным, по мнению авторов данной 
статьи, является развитие героторных устройств 
в направлении освоения конической и упло-
щенной компоновок [2–5].  

Цель работы — поиск решения проблемы 
размыкания или взаимного пересечения со-
пряженных образующих профилей и практиче-
ская реализация конической компоновки вин-
товых героторных устройств. 

Следует отметить, что возможность реали-
зации конической компоновки была рассмот-
рена еще Рене Муано [1, fig. 13]. Подробные ма-
тематические изыскания плоской геометрии 
машин Муано были осуществлены группой ис-
следователей в работе [2]. По аналогии с этой 
работой было проведено настоящее исследова-
ние, в ходе которого сделаны попытки найти 
сопряженные пары кривых, описывающих 
внутреннюю и наружную части рабочих по-
верхностей. Искомые пары кривых должны 
контактировать друг с другом по касательной и 
не должны пересекаться, что можно опреде-
лить как требование взаимной сопряженности. 

Сначала принципы построения сопряжен-
ных профилей в плоской геометрии были при-
менены в сферической геометрии. Детальное 
рассмотрение полученных результатов с на-
глядным визуальным моделированием их пере-
катывания показало размыкание, а значит и 

нарушение постоянства круговой взаимной со-
пряженности полученных профилей. Исполь-
зование альтернативного традиционному [6] 
метода построения циклоидальных кривых 
(рис. 2, 3), а также применение переносного по-
строения сопряженных кривых позволило 
обеспечить постоянство круговой взаимной 
сопряженности профилей. 

Моделирование сопряженных профилей 
можно осуществить перекатыванием произво-
дящих конусов внутри или снаружи базовых 
конусов (рис. 4). Как видно на рисунке, произ-
водящий конус для эпициклоиды больше, чем 
базовый конус. Для гипоциклоиды производя-
щий конус тоже меньше базового, но больше, 
чем производящий конус, который использует-
ся при традиционном построении. 

Исходя их этого возникает необходимость 
описать такое движение математически, т. е.  
составить несколько ключевых преобразую- 
щих ориентацию геометрии операторов (тензо-
ров) [7].  

 
Рис. 1. Пример эквидистантных профилей 

 
Рис. 2. Плоское построение эпициклоиды: 

 а — обычное; б — альтернативное  

 
Рис. 3. Плоское построение гипоциклоиды: 

а — обычное; б — альтернативное 

 
Рис. 4. Сферическое построение эпициклоиды (а)  

и гипоциклоиды (б) 
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Построим тензор PB, реализующий прецес-
сию с углом  между осью OX фиксированной 
системы координат и осью OX подвижной си-
стемы координат: 
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  (1) 
Прецессия производится против часовой 

стрелки (если смотреть навстречу оси OX) и 
начинается от самого нижнего положения оси 
OX подвижной системы при t = 0. 

Таким же образом строится тензор PT пре-
цессии, направленной против часовой стрелки 
вокруг OX, начиная от самого верхнего поло-
жения оси ОХ с углом прецессии равным : 
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  (2) 
Очевидно, прецессия в противоположную 

сторону (по часовой стрелке) может быть полу-
чена изменением знака перед аргументом t на 
противоположный в формулах (1), (2). 

В качестве операторов вращения использу-
ются следующие матрицы: 
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— матрица, вращающая подвижную систему 
против часовой стрелки вокруг оси OX (если 
смотреть навстречу оси ) на угол, равный t; 
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— матрица, вращающая подвижную систему по 
часовой стрелке вокруг оси OX (если смотреть 
навстречу оси) на угол, равный t. 

Для построения сферических циклоидаль-
ных кривых кроме угла прецессии  необходи-
мы углы конусности базового B и производя-
щего X конусов, которые определяются на ос-
новании соотношений специально подобран-
ных значений радиусов базовой окружности RB, 
производящей окружности RX и радиуса R не-
сущей эти окружности сферы. Взаимосвязь па-
раметров при построении одиночной конкрет-
ной гипо- или эпициклоиды определяется со-
отношениями, приведенными в табл. 1.   

Таблица 1 
Построение сферических гипо- и эпициклоид 

Параметр Гипоциклоида Эпициклоида

Требуемое количество лепестков (задается) n, n  

Радиус несущей сферы (задается) R 

Радиус базовой окружности (задается) RB, BR R  RB,     1B
nR R

n
 

Радиус производящей окружности     
1

X B
nR R

n
     

1
X B

nR R
n

 

Угол базового конуса    2arcsin /B BR R  

Угол производящего конуса   2arcsin /X XR R  

Угол прецессии      / 2B X  

Производящий вектор 
cos /2

0
sin /2

X
X

X

R
V

R

 
 
  

 

Тензор производящего вектора 
сw( ) , ( 1) ( ),XG ТM t P n t R t       0, ..., 2 ;t

ccw( ) , ( 1) ( ),XE BM t P n t R t      0, ..., 2t  
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Количество лепестков n, а также радиус не-
сущей сферы R и радиус базовой окружности RB 
определяются произвольно в соответствии с по-
требностями, предъявляемыми к искомой ко-
нечной геометрии. При этом следует иметь в 
виду, что поскольку и базовая окружность и 
производящая лежат в пространстве несущей 
сферы, то RB и RX по определению не могут быть 
больше R.  

Геометрическое место точек для гипоцикло-
ид определяется параметрически как радиус 
вектор по формуле 
  ( ) ( ) ,G XG XV t M t V , 
а для эпициклоид по формуле 
  ( ) ( ) ,E XE XV t M t V  
где XV  — производящий вектор; ( ),XGM t  

( )XEM t  — тензоры производящего вектора. 
Разработав методику построения сфериче-

ских гипоциклоид и эпициклоид (см. табл. 1), 
установим круг подлежащих рассмотрению ва-
риантов построения взаимно сопряженных об-
разующих: 

1) первообразной кривой в виде «чистой» 
гипоциклоиды и производной* от нее — «пере-
несенной»** гипоциклоиды; 

2) первообразной эпициклоиды и производ-
ной от нее перенесенной эпициклоиды анало-
гично п. 1; 

3) чередующихся перенесенных кривых.  
Визуальное моделирование вариантов по-

строения № 1–3 при ближайшем рассмотрении 
не выявило нарушения ими постоянства круго-
вой взаимной сопряженности. Докажем этот 
факт теоретически. 

Составим таблицы формул для построения 
сопряженных кривых по вариантам № 1–3, реа-
лизующих перенос построения первообразных 
кривых при построении производных (табл. 2, 3).  

 
Таблица 2 

Построение первообразной и производной сопряженных гипоциклоид (вариант № 1) 

Параметр Внутренняя гипоциклоида Наружная гипоциклоида

Количество лепестков (задается) n1 n2= n1+1 

Радиус базовой окружности (задается) R1 2 1 2 1/R R n n  

Радиус несущей сферы (задается) R 

Радиус производящей окружности — 2 1XR R  

Угол базового конуса — 2 22arcsin( / )R R   

Угол производящего конуса — 2 12arcsin( / )X R R   

Угол прецессии 21 2 2( )/2X         

Производящий вектор 1 2( ) ( )X GV t V t  
2

2

2

cos ( /2)
0

sin ( /2)

X
X

X

R
V

R

 
 
  

 

Тензор производящего вектора 
   2 2 2 cw 2( ) , ( 1) / / ,X TM t P n t n R t n     0, ..., 2 ;t  

   1 1 сw 1 2( ) , / /( ) ,X BM t P t n R t n n     0, ..., 2t  

Параметрический радиус-вектор кривой 
2 2 2( ) ( ) ;G X XV t M t V  

 1 1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )G X G X X XV t M t V t M t M t V  

——————— 
* В контексте данной работы смысловое значение определений «первообразной кривой» и «производной кривой»

принципиально отличается от используемых в дифференциальном, интегральном исчислениях и математическом ана-
лизе терминов «первообразная функция» и «производная функция». 

** В данном случае термин «перенесенный» означает, что производная кривая строится посредством «переноса» (или
транспозиции) процесса построения первообразной кривой в пространство производной. При этом осуществляется
построение первообразной кривой внутри некоторой подвижной системы координат, привязанной к базовому конусу
первообразной кривой, который сопряженно перекатывается внутри (или вокруг — в зависимости от варианта построе-
ния) базового конуса производной кривой. При этом происходит как бы одновременное построение обеих кривых од-
ной и той же производящей точкой в двух системах координат, одна из которых совершает сопряженное движение от-
носительно неподвижной. 
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Если принять во внимание, что построение 
каждой кривой осуществляется поворотным 
«клонированием» исходных составляющих 
кривых, а также учитывая необходимость пере-
носного построения, целесообразно нормали-
зовать коэффициенты перед параметрическим 
аргументом таким образом, чтобы за одно при-
ращение аргумента на 2 осуществлялось  
построение одного лепестка искомой составля-
ющей. Далее для удобства идентификации па-
раметры, относящиеся к внутреннему сопря-
женному профилю, обозначены индексом «1», 

к наружному сопряженному профилю — ин-
дексом «2».  

Вариант № 3 построения сопряженных кри-
вых может быть реализован четырьмя спосо-
бами, представленными в табл. 4. Очевидно, 
что оптимальными для построения являются 
способы № 1 и 2. 

Вариант № 3 построения сопряженных кри-
вых в данной работе реализуется по способу 
№ 1 (см. табл. 4), в качестве первообразной  
выбрана эпициклоида внутренней кривой 
(табл. 5). 

Таблица 3 
Построение первообразной и производной сопряженных эпициклоид (вариант № 2) 

Параметр Внутренняя эпициклоида Наружная эпициклоида

Количество лепестков (задается) n1 n2= n1+1 

Радиус базовой окружности (задается) R1 R2=R1n2/n1 

Радиус несущей сферы (задается) R 

Радиус производящей окружности 1 2XR R  — 

Угол базового конуса   1 12arcsin /R R  — 

Угол производящего конуса   1 22arcsin /X R R  — 

Угол прецессии 11 2 1( )/2X         

Производящий вектор 
1

1

1

cos ( /2)
0

sin ( /2)

X

X

X

R
V

R

 
   
  

 2 1( ) ( )X EV t V t  

Производящий тензор  

          1
1

ccw
1 1

1( ) , ;X B
n tM t P t R

n n
  0, ..., 2 ;t  

          2 ccw
2 1 2

1( ) , ,X B
tM t P t R

n n n
  0, ..., 2t  

Параметрический радиус-вектор кривой 
1 1 1( ) ( ) ;E X XV t M t V  

 2 2 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )E X E X X XV t M t V t M t M t V  
 

Таблица 4 
Способы последовательностей построения чередующихся перенесенных сферических кривых 

Номер 
способа Первообразная 

Производная
первая вторая третья

1 Внутренняя 
эпициклоида

Наружная эпициклоида,
наружная гипоциклоида 

Внутренняя 
гипоциклоида 

— 

2 Наружная 
гипоциклоида 

Внутренняя гипоциклоида, 
внутренняя эпициклоида 

Наружная 
эпициклоида 

— 

3 Наружная 
эпициклоида  

Внутренняя эпициклоида Наружная 
гипоциклоида 

Внутренняя 
гипоциклоида 

4 Внутренняя 
гипоциклоида  

Наружная гипоциклоида Внутренняя 
эпициклоида 

Наружная 
эпициклоида 
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Таблица 5 
Построение первообразной эпициклоиды для чередующихся перенесенных кривых (вариант № 3) 

Параметр Определение параметра 

Количество лепестков внутренней гипоциклоиды 
(задается) 

n1 

Радиус базовой окружности (задается) R1 
Радиус несущей сферы (задается) R 
Доля эпициклоиды в периоде (задается) 

Радиус производящей окружности 
     1

1
1

1
XE

nR R
n

 

Угол базового конуса   1 12arcsin /R R  

Угол производящего конуса   1 12arcsin /XE XER R  

Угол прецессии   
  1

1

1

2
XE

E  

Производящий вектор 
1

1

1

cos ( /2)
0

sin ( /2)

XE

XE

XE

R
V

R

 
   
  

 

Тензор производящего вектора внутренней 
эпициклоиды (первообразной) 1 1 ccw

1 1
( ) , 1 ,XE B EM t P t R t

n n
           

    
  0, ..., 2t  

Уравнение внутренней эпициклоиды 
(первообразной) 

1 1 1( ) ( )E XE XEV t M t V  

Тензор производящего вектора наружной 
гипоциклоиды (производной кривой 1-го порядка) 

           2
1 1

ccw
2 1 2

( ) , ,XG B
n nM t P t R t

n n n
  0, ..., 2t  

Уравнение наружной гипоциклоиды (производной 
кривой 1-го порядка) 

2 2 1( ) ( ) ( )G XG EV t M t V t  

Тензор производящего вектора наружной 
эпициклоиды (производной кривой 1-го порядка) 

           2 cw
2 1 2

( ) , ,XE TM t P t R t
n n n

 0, ..., 2t  

Уравнение наружной эпициклоиды (производной 
кривой 1-го порядка) 

2 2 1( ) ( ) ( )E XE EV t M t V t  

Тензор производящего вектора внутренней 
гипоциклоиды (производной кривой 2-го порядка) 

            1 cw
1 1 2

1 1( ) , ,XG BM t P t R t
n n n

  0, ..., 2t  

Уравнение внутренней эпициклоиды (производной 
кривой 2-го порядка) 

1 1 2( ) ( ) ( )G XG GV t M t V t  

Алгоритм построения сопряженной пары, 
представленный в табл. 5, для n1 = 1, n2 = 2;  = 
= 0,6 показан на рис. 5. 

Следует отметить, что в табл. 2–5 приведен 
неполный перечень найденных решений. Инте-
ресны реализации сопряженных профилей в 
виде сферических эквидистант к гипоциклои-
дальным кривым и несферический уплощен-
ный вариант геометрии [3]. Также представля-
ется возможной и перспективной для дальней- 

 
Рис. 5. Пример сферических сопряженных профилей 

для n1 = 1, n2 = 2,  = 0,6 
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ших исследований реализация гипотрохоидной 
конусно-винтовой геометрии. 

Пример сферически эквидистантных конус-
но-винтовых не эластичных рабочих элементов 
представлен на рис. 6. 

Практическая реализация компоновки кони-
ческих винтовых героторных устройств в насто-
ящее время осуществлена в виде изготовленной 
на 3D принтере физической модели из гипса 
сферически эквидистантных конусно-винтовых 
не эластичных рабочих элементов, представлен-
ной на рис. 6. Компьютерное моделирование и 
физическая модель свидетельствуют об отсут-
ствии размыкания и взаимного пересечения со-
пряженных образующих профилей, что позво-
ляет на базе разработанного математического 
аппарата рассчитывать различные варианты ко-
нусно-винтовой геометрии и на ее основе изго-
тавливать широкий класс новых устройств объ-
емного принципа действия в областях машино-
строения, связанных с производством 
компрессоров, экспандеров и двигателей. 

 
Рис. 6. 3D-модель конусно-винтовых рабочих  

элементов для n1 = 2, n2 = 3
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