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Исследование концентрации

напряжений в оболочке

при локальном воздействии

методом матриц перехода
Ю.И. Виноградов

При локальном воздействии в оболочках космических аппаратов воз-
никает опасная концентрация напряжений. Использование универсаль-
ных численных методов конечных разностей или конечных элементов при-
водит к результатам с неконтролируемой погрешностью. В работе пред-
ложен аналитический метод исследования концентрации напряжений
в оболочках. Дифференциальные уравнения механики деформирования обо-
лочек решаются аналитически по формулам в виде специальных функций
Коши — Крылова, которые характеризуются отличительным свойством —
удовлетворяют произвольным начальным условиям. На этом свойстве
функций строится алгоритм приведения краевой задачи к начальной, алго-
ритм исследования концентрации напряжений в оболочке решением начальной
задачи — на другом свойстве функций Коши — Крылова — возможности пред-
ставлять решение мультипликативно. В качестве примера определены крити-
ческие параметры цилиндрической оболочки, до значений которых счет на
ЭВМ устойчивый без дополнительных в таком случае необходимых вычисли-
тельных процедур ортогонализации и нормирования решений. В результате
исследований установлено, что концентрация напряжений происходит
в оболочке, главным образом, под площадкой нагружения, а значение макси-
мальных напряжений существенно зависит от толщины оболочки.

Ключевые слова: оболочка, концентрация напряжений, краевая за-
дача, начальная задача.

Study of stress concentrations

in a shell under local forces

by the transition matrix method
Yu.I. Vinogradov

Spacecraft structures like shells connected by frames are inevitably loaded by
local forces that may cause dangerous stress concentrations. Universal numeri-
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cal techniques like finite difference and finite element
methods provide results with unpredictable errors in
these areas. In this paper, an analytical method for
studying stress concentrations in shells is first proposed.
Differential equations of the mechanics of shells are
solved analytically in terms of Cauchy-Krylov special
functions. The property of these functions to satisfy ar-
bitrary initial conditions is used to construct an algo-
rithm that reduces a boundary value problem to an
initial problem. Another property of Cauchy-Krylov
funct ions, that is , to represent a solut ion
multiplicatively also forms the basis of this algorithm.
By way of example, the critical parameters of a cylin-
drical shell, which determine the upper bound for stable
calculations without orthogonalization and normaliza-
tion of the solution, are computed. The results of stud-
ies will be useful when designing spacecrafts to de-
crease their weight.

Keywords: shell, stress concentration, boundary
value problem, initial problem.

Вероятно, впервые алгоритм сведения
краевой задачи к начальной, т. е. к задаче

Коши, предлагается в книге [1]. Алгоритм
строится на примере деформирования шар-
нирно неподвижно опертой цилиндрической
оболочки, нагруженной равномерным внеш-
ним давлением. Решение такой задачи извест-
но. Исследуя решение и приводя его к реше-
нию начальной задачи, авторы приходят к вы-
воду, что устойчивость счета методом Годунова
при решении задачи как начальной можно
обеспечить для ограниченных значений пара-
метров цилиндрической оболочки. Также в ра-
боте [1] сделан вывод о неперспективности ал-
горитма решения краевой задачи, если ее мож-
но свести к начальной. Более сложные задачи
не рассматривались. С такими выводами согла-
ситься нельзя.

В предлагаемой работе задача исследования
концентрации напряжений решается приведе-
нием краевой задачи к начальной для исследо-
вания концентрации напряжений мультипли-
кативным методом [2].

Приведение краевой задачи к начальной. До-
пустим, что найдено решение линейного обык-
новенного дифференциального уравнения [3]

y x x y x f x'( ) A( ) ( ) ( )= + (1)

аналитически или численно в матричной форме

( ) ( )y x K A x y x y f xx

x

x

x( ) ( ) ( ) ( )
0 00= +n n* . (2)

Требуется краевую задачу привести к на-
чальной.

Пусть краевые условия заданы, например,

при x=0

y(0)k=||y1, y2,…,yk||
т = ||b1, b2,…,bk||

т = b1; (3)

при x=l

y(l)n–k=||yk+1, yk+2,…,yn||
т=||bk+1, bk+2,…,bn||т = b2,

где n — порядок дифференциального уравне-
ния (1).

Перепишем решение (2) в упрощенном виде

y(x)=K(x)y0+y*.

Это же уравнение устанавливает связь между
краями оболочки

y(l)=K(l)y(0)+y*, (4)

где y* определяется на интервале внешнего
воздействия по поверхности оболочки.

Связь между краями оболочки (4) предста-
вим в другом виде:
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,

или

y(l)k=K11y(0)k + K12y(0)n – k + yk
* ; (5)

y(l)n – k = K21y(0)k + K22y(0)n – k + yn k-
* .

Учитывая краевые условия (3), систему мат-
ричных уравнений (5) можно переписать сле-
дующим образом:

y(l)k = K11b1+ K12y(0)n – k + yk
* ;

b2=K21b1 + K22y(0)n – k + yn k-
* .

Из второго матричного уравнения системы
(5) определяем начальные условия y(0)n – k для
известных краевых условий

( )y K K yn k n k( ) *0 22
1

2 21 1-
-

-= - -b b ,

которые вместе с заданными условиями
y(0)n – k = b1 образуют необходимые начальные
условия для заданной краевой задачи:
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y(0) = ||y(0)k, y(0)n – k||
т.

Таким образом, решение краевой задачи
приведено к решению соответствующей на-
чальной задачи, т. е. задачи Коши

y(x)=K(x)y(0)+y* (6)

с начальными условиями

( )y K K yn k( ) , *0 1 22
1

2 21 1= - --
-b b b

т

.

При исследовании концентрации напряже-
ний решением на ЭВМ начальной задачи (6)
значения элементов матрицы K(x) и элементов
столбца y* определяются по одной из формул,
приведенных в работе [3]. Начальные условия
задачи Коши для других краевых условий легко
определяются с помощью системы матричных
уравнений (5).

Действительно, если y(0)k=b1, y(l)k=b2, то

( )y K K( ) ,0 1 12
1

2 11 1= --b b b
т

;

если y(0)n—k=b1, y(l)k=b2, то

( )y K K( ) ,0 11
1

2 12 1 1= -- b b b
т

; (7)

если y(0)n—k=b1, y(l)n—k=b2, то

( )y K K( ) ,0 21
1

2 22 1 1= -- b b b
т

.

Мультипликативный метод исследования кон-

центрации напряжений. Используя мультипли-

кативное свойство матрицы функций Ко-

ши—Крылова [4–6] или матрицы их значений,

решение задачи Коши для исследования кон-

центрации напряжений представим в удобном

для вычислений виде.

Основной интервал (x0, xn) делим промежу-

точными точками x1, x2,…, xn – 1 на интервалы

(рис. 1). Величину этих интервалов выбираем

из условия возможности осреднения на них эле-

ментов матрицы A(x) дифференциального урав-

нения (1) с переменными коэффициентами

и элементов столбца внешнего воздействия f(x).

Вычислительный алгоритм исследования
концентрации напряжений на ЭВМ состоит

в следующем. На интервале ( )x x0 0, * где нет воз-

действия на оболочку, т.е. f(x)=0 и, следова-
тельно y*=0, величины, определяющие напря-
жения в точках x x x1 2 0, ,..., * , вычисляются муль-

типликативно:
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На интервале ( )x xn0
* *, , где оболочка по по-

верхности нагружена, столбцы y(x) искомых ве-
личин, определяющих напряжения, также вы-
числяются последовательно мультипликативно:
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Рис. 1. Деление основного интервала ( , )x x n0

на n частей с промежуточными точками x
1
, x

2
, ..., x

n–1
и интервала

( , )* *x x n0 локального нагружения на n частей с промежуточными

точками x x x
n1 2 1

* * *, , ...,
-



На интервале ( )x xn n
* , , где f(x)=0, последова-

тельность мультипликативных вычислений
следующая:
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Мультипликативные вычислительные про-
цедуры для исследования напряжений в местах их
концентрации решением задачи Коши можно пе-
реписать в удобном для программирования виде:
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Очевидно, что вычислительный алгоритм
решения задачи Коши сводится к перемноже-

нию и сложению матриц и просто реализуется

на ЭВМ.

Нетрудно заметить, что определение иско-

мых величин в каждой последующей точке ос-

новного интервала сводится к умножению сле-

ва полученного решения задачи Коши для пре-

дыдущей точки на матрицу значений функций

Коши–Крылова, вычисленную на интервале ме-

жду этой точкой и предыдущей, которые делят

основной интервал, т.е. представляет собой ре-

куррентный и легко программируемый процесс.

Следует отметить, что предложенные вычис-

ленные процедуры справедливы, если началь-

ные условия для соответствующей краевой за-

дачи сформированы на левом краю, т. е. извес-

тен столбец y( )0 , а направление вычислений

совпадает с принятым положительным направ-

лением оси x.

Если соответствующие начальные условия

формируются на правом краю, то вычисли-

тельные процедуры выглядят иначе из-за непе-

рестановочности матриц: AB BA¹ .

Вычислительные эксперименты. Вычисли-

тельные эксперименты используются для опре-

деления параметров оболочек и площадок ло-

кального нагружения, при которых концентра-

ции напряжений исследуются на ЭВМ

с устойчивым счетом при учете восьми значащих

цифр, т. е. без процедур ортогонализации и нор-

мирования [7]. Иначе, вычислительные экспе-

рименты позволяют определить критическую

длину оболочки в зависимости от ее парамет-

ров, до величины которой счет остается устой-

чивым и эффективным по простоте реализации

и затратам машинного времени.

Рассмотрим цилиндрическую оболочку

вследствие простоты изложения ее алгоритма.

Математическая модель механики деформи-

рования цилиндрической оболочки строится

при следующих допущениях: оболочка в окруж-

ном направлении замкнутая; внешняя нагрузка

симметрична относительно начала окружной

координаты ϕ; уравнения в частных производ-

ных методом Фурье разделения переменных
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приводятся к обыкновенным. Система обык-

новенных дифференциальных уравнений, по-

лученная при таких условиях, имеет вид
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где un, vn, wn — функциональные коэффициен-

ты тригонометрических рядов разложений u,

v и w; c
h

R
2

2

212
= — малый параметр; R и h — со-

ответственно радиус средней поверхности и тол-

щина цилиндрической оболочки; ξ= x R/ —

безразмерная координата вдоль оси x.

Систему линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (12) приводим к мат-
ричной форме. Для этого каждое из уравнений
разрешаем относительно старшей производной

от un, vn и wn. Добавляем к ним тождества u′n =

= u′n, v ′n = v ′n, w′n = w′n, w ″n = w″n и w′′′n = w′′′n.

Формируем столбец z = | un, u′n, vn, v′n, wn, w ′n,

w″n, w′′′n|т и переписываем систему уравнений
(12) в матричной форме

z Bz¢= . (13)
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Физические соотношения [6, 7] c учетом
представления погонных усилий T1, S, Q1 и M1

в виде рядов Фурье
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принимают следующий вид:
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приведенные по Кирхгофу соответственно пе-

ререзывающие и сдвигающие погонные усилия

в оболочке.

Добавляя тождества un = un, vn = vn, wn = wn,

w ′n = w ′n, представляем физические соотноше-
ния в матричной форме

y = Gz. (14)

Здесь y = ¢| , , , , , , |
1 1 1
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Ненулевые элементы матрицы G соответст-
венно равны:
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При решении задач для каждого номера
n гармоники определяются функциональные
коэффициенты u v w w T S Q Mn n n n n n n n, , , , , ,1 1¢ , * *

1

тригонометрических рядов искомых величин,
характеризующих состояние сечения оболочки
при ξ = const. Параметры T n2 и M n2 для сечения

ϕ=const определяются из соотношений

T
u

d
nv w T

u

d
nv wn

n

n n n

n

n n1 2

d
( );

d
.= + + = + +

ξ
ν ν

ξ

Отсюда

( )T T nv w T T nn n n n n
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2 1 2 2),= + - + = åν ν ϕ( )( cos .1 2

Аналогично

( )M M M M2 1 2 2, .n n n n

n

n w n= + - =åν ν ϕ2 2 1( ) cos

Тригонометрические ряды метода Фурье
разделения переменных суммируются, начиная
с n = 1. Нулевой член n = 0 опущен, так как он
соответствует осесимметричному нагружению
оболочки. При этом математическая мо-
дель представляется обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями шестого порядка.
При матричной записи уравнений ненулевые

элементы матрицы В bij=
1

6

определяются из

матрицы В bij=
1

8

, если положить n=0, а из

столбца z исключить v vn n= =0 0и ' . Тогда
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Аналогично определяются ненулевые эле-

менты матрицы G g ij=
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:
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Каноническая матричная форма дифферен-
циальных уравнений — матричная форма сис-
темы дифференциальных уравнений 1-го по-
рядка, неизвестные которой характеризуют со-
стояние сечения оболочки, необходимые для
определения ее жесткости и прочности. Из-
вестно, что преобразование дифференциаль-
ных уравнений в перемещениях (13) к канони-
ческой матричной форме является трудоемкой
творческой работой. Предлагаем переложить ее
на ЭВМ.

Пусть имеется система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений в перемещениях
(13) с правой частью f x( )и физические соотно-

шения (14). Исключив из этих уравнений мат-
рицу B и учитывая при этом, что дифференци-
альные уравнения имеют постоянные коэффи-
циенты, получим

y y¢= +-GBG Gf x1 ( ).

Если обозначить GBG A- =1 и Gf x( )=f(x), то

приходим к уравнению (1). Расчетная схема за-
дачи и полученные результаты представлены
на рис. 2. По краям оболочка жестко заделана
и локально нагружена давлением p по площад-
ке, очерченной линиями главных кривизн. Пло-
щадка расположена посередине длины обра-
зующей. При этом начальные условия форми-
руются на правом краю. Решение задачи Коши
мультипликативным методом реализуется
справа налево (см. рис. 2).

Изменение безразмерных максимальных на-

пряжений σ+ / p, которые возникают в оболоч-

ке вдоль ее нулевой образующей, проходящей

через центр площадки нагружения, показано

на рис. 2, б–г. Вертикальными линиями на
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Рис. 2. Расчетная схема:
а — локально нагруженная оболочка (площадка

воздействия очерчена линиями b главных кривизн);

б–г — концентрация напряжений в оболочке вдоль

образующей, проходящей через центр площадки;

-------- — граница устойчивости счета на ЭВМ;

ξ — координата вдоль образующей с началом

на левом краю



рис. 2, б–г показаны границы устойчивого сче-
та. Критическая относительная длина L Rкр /
оболочки с относительной толщиной R h/ =100,
200, 300 определялась при давлении p, дейст-
вующем по квадратной в развертке площадке
с относительным размером стороны b R/ ,=01.
Результаты расчета приведены ниже:

R h/ ............. 100 200 300

L Rкр / ......... 1,2 0,9 0,86

Очевидно, что с уменьшением толщины
оболочки ее критическая длина уменьшается.

На рисунке 2 видно, что концентрация на-
пряжений происходит в оболочке, главным об-
разом, под площадкой нагружения, а значение
максимальных напряжений существенно зави-
сит от толщины оболочки.

Таким образом, предложен простейший ме-
тод приведения краевой задачи к начальной
для исследования концентрации напряжений
при проектировании тонкостенных и в весовом
отношении совершенных конструкций, содер-
жащих элементы в виде оболочек.

Аналитический метод позволяет получать
результаты с контролируемой погрешностью.
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