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Применение метода конечного

элемента для оценки нижней границы

предела приспособляемости

конструкций при одновременном

воздействии механических

и тепловых нагрузок

Я.В. Кураева, Я.М. Клебанов

Рассмотрен численный метод оценки нижней границы предела приспо-

собляемости конструкций, основанный на использовании теоремы Мела-

на. Применение метода демонстрируется на примере толстостенного

сферического сосуда, подвергающегося повторным воздействиям внут-

реннего давления и неоднородного по радиусу температурного поля. Пред-

лагаемый метод позволяет получать достаточно точную оценку нижней

границы приспособляемости.

Ключевые слова: метод конечных элементов, теорема Мелана, пре-

дел приспособляемости.

Application of the finite element method

to evaluate the lower bound shakedown

limit for structures subjected

to combined mechanical and thermal

loading

Ya.V. Kuraeva, Ya.M. Klebanov

The article considers a numerical method for estimation of structures

shakedown lower limit based on Melan' theorem. The method is demonstrated

on a simple task: a thick-walled spherical vessel subjected to repeated internal

pressure and inhomogeneous temperature field. The proposed method permits to

give an appropriate estimation of the shakedown lower limit.

Keywords: finite element method, Melan' theorem, shakedown limit.

Большинство инженерных конструкций в процессе эксплуатации

испытывают циклические воздействия от механических нагру-

зок и тепловых потоков. Исследования задач приспособляемости уп-

ругопластических конструкций, подвергающихся воздействию цикли-

ческих нагрузок, первоначально были направлены на получение ана-

литических решений в основном для стержневых, балочных,

осесимметричных и оболочечных конструкций с простыми граничны-

ми условиями [1—4]. Ограниченные возможности аналитических вы-

числений обусловили разработку альтернативных методов, в которых
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для получения точной оценки верхних и ниж-

них границ нагрузок приспособляемости кон-

струкций используется анализ метода конеч-

ных элементов (МКЭ).

Для реализации краевых задач приспособ-

ляемости за последнее время создан ряд эф-

фективных численных методов. Разработаны

подходы к решению задач приспособляемости,

основанные на МКЭ, теории математической

оптимизации, методах анализа несущей спо-

собности конструкций. К их числу относится

метод математического программирования

[5—7], метод упругих компенсаций [8, 9], ли-

нейный метод согласования [10—14]. Разрабо-

тан, в частности, линейный метод согласова-

ния на основе кинематической теоремы Койте-

ра. Он используется для получения оценки

верхней границы приспособляемости в услови-

ях сложных циклических термомеханических

внешних воздействий. В работе [15] линейным

методом согласования с помощью конеч-

но-элементной программы ABAQUS определя-

лись границы приспособляемости. Нелиней-

ный анализ с использованием МКЭ рассматри-

вался в работе [16] для решения двухмерной

задачи определения верхней границы приспо-

собляемости при пропорционально изменяю-

щийся циклической нагрузке.

Достаточно эффективным представляется

метод, основанный на проведении повторного

упругого анализа [17], предназначенный для

расчета нижней границы приспособляемости

на основе теоремы Мелана. Этот метод, назы-

ваемый методом упругих компенсаций, ис-

пользовался для двухмерного и трехмерного

анализа конструкций при пропорциональном

нагружении. В соответствии с методом упругой

компенсации выполняется решение последо-

вательности линейноупругих задач с неодно-

родным изменением модулей упругости. На ка-

ждом этапе граница предельной циклической

нагрузки определяется путем масштабирова-

ния решения таким образом, чтобы напряже-

ния располагались внутри поверхности текуче-

сти [18]. В работе [19] метод упругих компенса-

ций распространен на задачи минимизации

верхней оценки границы приспособляемости

в соответствии с теоремой Койтера; при этом

определяются границы циклических нагрузок,

соответствующие наступлению знакоперемен-

ной пластичности. Впоследствии развивался

так называемый быстрый итерационный ме-

тод, основанный на совместном использова-

нии метода упругих компенсаций, методов оп-

тимизации и МКЭ [20—22].

Определенное распространение получил от-

носительно простой метод суперпозиции по-

лей напряжений при упругом и пластическом

решениях в условиях пропорционального на-

гружения, основанный на теореме Мелана [23].

На его основе был предложен метод оценки на-

грузки нижней границы области приспособляе-

мости с использованием нелинейного анализа

МКЭ и упругопластических свойств материала

конструкции [24]. Метод суперпозиции исполь-

зовался только для относительно простых кон-

струкций с пропорциональным и непропорцио-

нальным силовыми нагружениями [24, 25].

В данной статье метод упругой компенсации

распространяется на совместное циклическое

воздействие сил и неоднородных температур-

ных полей.

Реализация предлагаемого метода. Большой

прикладной интерес представляет проблема

приспособляемости при совместном цикличе-

ском воздействии механических сил и неодно-

родного температурного поля [26, 27].

В методе упругой компенсации использует-

ся условие текучести Мизеса, на основе кото-

рого определяется нижняя граница нагрузки

приспособляемости. При наложении полей уп-

ругих и остаточных напряжений должно вы-

полняться условие

| |σ σ σkl

r

kl

e

y k l+ £ =
max

, , , , ,1 2 3 (1)

где σ y — предел текучести материала. Левая

часть выражения представляет собой эквива-

лентное напряжение по Мизесу, максималь-

ное по всей конструкции. Оно получается

в результате суперпозиции двух полей напряже-

ний: упругих напряжений σ kl

e , соответствующих

приложенным механическим и тепловым на-

грузкам; самоуравновешенных остаточных на-

пряжений σ kl

r . Напряженное состояние, при ко-



тором напряжения не выходят за пределы по-

верхности текучести при любых изменениях

нагрузок, принято называть безопасным.

Очевидно, что при наступлении приспособ-

ляемости должно также выполняться условие

| |σ σkl

r

ymax
.£ (2)

Рассмотрим идеальный упругопластический

материал, поверхность текучести которого

в процессе деформирования сохраняется неиз-

менной. Схема вычисления нагрузок границы

упругой приспособляемости представлена на

рис. 1. Согласно предлагаемому методу ре-

шаются чисто упругие и упругопластические

задачи под действием приложенных термоме-

ханических нагрузок. Номер расчета на схеме

обозначается верхним индексом «i». Наиболь-

шие значения тепловых и механических нагру-

зок, обозначаемые на схеме индексом «n», со-

ответствуют достижению кратковременной

предельной несущей способности.
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Рис. 1. Схема определения нагрузок нижней границы приспособляемости с помощью МКЭ



46 2013. ¹ 1

При решении упругопластических задач

в наиболее нагруженных точках интенсивность

напряжений равна пределу текучести

| |σ σkl

s

ymax
= . Поэтому достаточно выполнять

проверку условия (2). В общем случае необяза-

тельно рассматривать все шаги нагрузки до

кратковременной предельной несущей способ-

ности. Можно ступенчато увеличивать нагруз-

ки до получения оценки нижней границы при-

способляемости. Когда нарушается условие

безопасности напряженного состояния, реше-

ния для двух последних циклов интерполиру-

ются на основе метода деления отрезка попо-

лам до достижения заданной точности.

Таким образом, в ходе расчетов определяет-

ся безопасное поле остаточных напряжений,

соответствующее наибольшей нагрузке, при

которой значение интенсивности остаточных

напряжений не превышает предела текучести

материала, называемое нижней оценкой гра-

ницы приспособляемости. Разработанный ал-

горитм реализован в виде программного мак-

роса программы ANSYS.

Определение границ нагрузок приспособляе-

мости сферического сосуда. Рассмотрим в каче-

стве примера приспособляемость толстостен-

ного сферического сосуда, подвергающегося

повторным воздействиям внутреннего давле-

ния и неоднородного по радиусу температур-

ного поля. Для проверки созданного про-

граммного макроса рассматриваем задачу как

трехмерную.

Условия симметрии позволяют моделиро-

вать, например, 1/8 часть как это показано на

рис. 2, задав в сечениях плоскостями декарто-

вой системы координат условия симметрии.

К внутренней поверхности сферы цикличе-

ски прикладывается равномерно распределен-

ное давление, а неравномерно по толщине

стенки — поле температур. В каждом цикле

происходит изменение поля температуры от

нулевого до заданного значения [26]:

( )
( )
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t t t
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k
bρ

ρ

ρ
= +

-

-1
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1
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t t ta b1 = - ; (4)
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b
, k

a

b
= , (5)

где t — температура; a, b, r — соответственно

внутренний, наружный и текущий радиусы

сферы. Радиусы представлены в виде безраз-

мерных величин (5). Индексами отмечены зна-

чения температуры на соответствующих радиу-

сах. Для упрощения принимаем, что предел те-

кучести не зависит от температуры. Внешние

воздействия характеризуются параметрами

давления p и теплосмен q:

p
p k

k

a

y

=
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3

31
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Здесь µ — коэффициент Пуассона; Е — модуль

упругости; σ y — напряжение текучести; α —

коэффициент теплового линейного расшире-

ния; pa — значение давления на внутренней

поверхности сферы. Верхним индексом «*» от-

мечены значения, соответствующие достиже-

нию предельной несущей способности.

Введем следующие параметры [26]:

p
k k

k
0

3

3

2

1
=

-

ln
; (8)

Рис. 2. Конечно-элементная модель
1/8 части сферического сосуда
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где безразмерное число δ определяется зависи-

мостью

δ=
+ +

3

1

2

2

k

k k
. (10)

Для решения упругопластической задачи

используется пошаговый алгоритм с процеду-

рой итерационного уточнения каждого подша-

га нагружения. При численной реализации

МКЭ на узлы конечно-элементной модели на-

кладывается ряд граничных условий, опреде-

ляющих возможность их перемещения соглас-

но условиям симметрии.

В примере приняты следующие значения:

а = 0,06 м, b = 0,15 м, tb = 0 °С, σ y = 50 МПа,

Е = 2,1·1011 Па, µ = 0,3, α = 11,5·10–6 °C.

Полученные численные результаты для сфе-

рического сосуда иллюстрируют диаграммы,

представленные на рис. 3, на которых показано

несколько характерных областей нагружения:

области чисто упругого нагружения, приспо-

собляемости и область, где приспособляемость

отсутствует.

Граница приспособляемости получена двумя

способами: с помощью разработанного метода

и с использованием пошагового анализа цик-

лического нагружения. В последнем из них вы-

полнялись расчеты для различных соотноше-

ний параметров q/p и уровня нагружений. Ко-

личество циклов нагружения во всех расчетах

не превышало 150. Пределом приспособляемо-

сти считались нагрузки, при которых после

100—150 циклов накопление пластической де-

формации прекращалось. Пересечения грани-

цы приспособляемости на рис. 3 с осью орди-

нат q q/ 0 соответствует нагружению перемен-

ным полем температур для t1 = 39 °C, а с осью

абсцисс p p/ 0 — нагружению давлением pa =

= 64 МПа. Величины нагрузок в этих точках

совпадают с полученными точными аналити-

ческими результатами [26, 27].

На диаграмме кривые 2, 3 оказываются весь-

ма близкими, наибольшее расхождение соот-

ветствует 8%.

Разработанный алгоритм также использо-

вался для решения задачи приспособляемости

полого цилиндра, находящегося под действи-

ем внутреннего давления и неоднородного

температурного поля. Рассматривались от-

дельные характерные сочетания величин тем-

пературных и силовых воздействий. В этой за-

даче также получено совпадение с существую-

щими точными аналитическими результатами

[26, 27].

Таким образом, предложенный метод анали-

за приспособляемости позволяет достаточно

просто и надежно определять нижнюю границу

нагрузки приспособляемости, используя ко-

нечно-элементные программы без привлече-

ния трудоемкого пошагового циклического уп-

ругопластического решения. В данной статье

использовалась конечно-элементная програм-

ма ANSYS, а процедура была автоматизирована

путем написания программного макроса. Об-

ласть применения метода — задачи с одновре-

менным изменением температурного поля

и одной силы или нескольких пропорциональ-

но изменяющихся сил. Реализация задач при-

способляемости для двух простых конструкций

подтвердила достаточную точность решения.

Рис. 3. Диаграмма предельных нагрузок полой
сферы:

1 — граница области упругого деформирования;
2 — нижняя оценка границы приспособляемости

по предложенному методу; 3 — результаты
пошагового расчета границы приспособляемости;

4 — кратковременная несущая способность
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