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Исследование поведения частот
аэроупругих колебаний ракеты
внутри области динамической
устойчивости при вариации масс
и жесткостей отдельных элементов
конструкции

А.Ф. Георгиев

Приведены результаты исследования чувствительности частот коле�
баний ракеты в потоке к вариациям масс и жесткостей отдельных эле�
ментов конструкции. Показано, что при увеличении массы частота рас�
тет, а при увеличении жесткости — падает. Указанный эффект имеет
место внутри области аэроупругой устойчивости.

Ключевые слова: ракета, аэроупругость, собственная частота, масса,
жесткость.

The article considers the results of study of the missile oscillation frequencies
sensitivity in the flow with regard to variations of the missile components mass
and stiffness. The oscillation frequency is shown to increase when the mass of
missile components increases and to decrease when the stiffness of missile
components increases. This effect occurs inside the aeroelastic stability area.

Keywords: rocket, aeroelasticity, natural frequencies, mass, stiffness.
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Введение

Упругая ракета в потоке воздуха представля�
ет собой систему с распределенными парамет�
рами и имеет бесконечное количество степеней
свободы. На практике задача о колебаниях уп�
ругой конструкции в потоке сводится к конеч�
ной системе дифференциальных уравнений
второго порядка, т. е. к матричному уравне�
нию аэроупругости, описывающему динамику
упругой ракеты в потоке воздуха. Аэроупругая
динамическая модель ракеты состоит из двух
моделей: модели конструкции (упруго�массо�
вая модель) ракеты и модели аэродинамиче�
ского воздействия.

Нами рассматривается решение задачи
аэроупругости в конечно�элементной поста�
новке, с использованием пакетов MSC
Nastran и FlightLoads компании MSC.Softwa�
re. Верификация расчетной модели и про�
граммного обеспечения проводилась по ре�
зультатам испытаний и расчетов с помощью
программных комплексов, традиционно при�
меняемых на отечественных предприятиях
и зарекомендовавших себя в течение несколь�
ких десятилетий.

Модель упругого ЛА

В отечественной промышленности широко
распространен и весьма успешно используется
метод «полиномов» В.Г. Бунькова [2] для соз�
дания упруго�массовой модели летательных
аппаратов (ЛА). В рамках данного метода ра�
кета сложной конструктивно�силовой схемы
моделируется системой двухмерных подконст�
рукций, состоящих из формализованных упру�

гих балок, панелей, линейных и угловых свя�
зей, масс и моментов инерций. Это позволяет
оперативно, в сжатые сроки формировать рас�
четные модели существенно меньших размер�
ностей и с приемлемой точностью решать весь
спектр задач прикладной аэроупругости.

Наряду с методом «полиномов» использует�
ся и метод конечных элементов (МКЭ). Ис�
пользование МКЭ позволяет более детально
проработать отдельные узлы конструкций
и учесть особенности поведения конструкции
в потоке.

На рис. 1 представлена упруго�массовая мо�
дель гипотетической ракеты класса «зем�
ля—воздух», которая рассмотрена в данной
статье. Массовые и жесткостные характеристи�
ки модели соответствуют характеристикам ре�
ального прототипа изделия. Была проведена
идентификация упруго�массовой модели раке�
ты по результатам статических и динамических
испытаний и аэродинамической модели — по
результатам продувок и расчетов в специализи�
рованных газодинамических системах.

Модель состоит из балочных, оболочечных
элементов, сосредоточенных масс, жестких
и упругих связей. Жесткие связи использова�
лись для моделирования шарниров, упругие
связи — для моделирования проводки систе�
мы управления аэродинамическими поверх�
ностями. В общей сложности модель имеет
около 11 300 степеней свободы. В настоящей
статье рассматривается параметрический эф�
фект, поэтому большое внимание уделяется
достоверности выбираемой модели и результа�
тов расчета.
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Рис. 1. Упруго�массовая модель гипотетической ракеты класса «земля — воздух»



Модель аэродинамического
воздействия

Существует множество теорий и методов раз�
личной сложности для моделирования аэроди�
намических нагрузок в задачах аэроупругости.
В отечественной промышленности для модели�
рования аэродинамики в задачах аэроупругости
используют метод Вудварта [9] и теорию «порш�
ня» (дозвук и сверхзвук соответственно), а в за�
рубежной — метод «дипольных решеток» [7]
(дозвук) и метод Zona51 [6] (сверхзвук).
Сравнение отечественных и зарубежных ме�

тодов решения задач аэроупругости на трех
примерах было рассмотрено в докладе на кон�
ференции MSC.Software в 2003 г. Из проведен�
ных исследований следует вывод, что зарубеж�
ные методы расчета аэродинамических нагру�
зок — метод «дипольных решеток» (Double
Lattice Method (DLM)) и метод Zona51 — дают
результаты, которые хорошо согласуются с ре�
зультатами, полученными в отечественной
промышленности.
В основу решения аэродинамической задачи

положен метод потенциала ускорений. Движе�
ние сжимаемого газа предполагается безвихре�
вым. Ракета произвольной формы в плане
в дозвуковом и сверхзвуковом потоке газа мо�
делируется профилированными поверхностя�
ми. Эти поверхности разбиваются на достаточ�
но большое количество элементарных панелей,
по которым распределяются вихревые особен�
ности постоянной интенсивности. Интенсив�
ности особенностей определяются из условия
«непротекания». При этом учитывается изме�
нение местных углов атаки за счет упругости
конструкции под действием аэродинамических
и инерционных сил. Используются допущения
гипотезы «малых возмущений» и теории «тон�
кого крыла». В принципе, может быть учтена
толщина профиля любой несущей поверхно�
сти. Аэродинамическая модель гипотетической
ракеты представлена на рис. 2.

Решение уравнения упругих
колебаний ракеты в потоке

Методика расчета аэроупругих колебаний ЛА
в потоке состоит из следующих этапов [2, 3, 8]:
— решение задачи о собственных колеба�

ниях упругого ЛА в пустоте:

� �[ ] [ ]M Kλ ϕ2 0� � ,

где [ ]M — матрица масс; [ ]K — матрица жестко�
сти; λ ω� 2 — собственные значения и {ϕ}—

собственные векторы консервативной системы;
— приведение уравнения аэроупругости,

записанного в базисе «физических» координат,
к модальным координатам. Переход к модаль�
ным координатам осуществляется с целью су�
щественного сокращения размерности задачи.
Матричное уравнение флаттера в «физиче�

ских» координатах в общем виде:
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где {x} — перемещения в «физических» коорди�
натах; [B] — матрица конструкционного демп�
фирования; [QI] — матрица аэродинамическо�
го демпфирования; [QR] — матрица аэродина�
мической жесткости; k f c V� / 2 —
приведенная частота; f — частота собственных
колебаний; V— скорость набегающего потока.
Представим перемещения в виде

{ } { }{ }x u eh
pt� ϕ , (2)

где { }uh — перемещения в модальных коорди�
натах.
Подставив выражение (2) в уравнение (1), со�

кратив полученное выражение на e pt , умножив
на {ϕ}T и проведя преобразования, получим

уравнение флаттера в модальных координатах:
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где [ ] { } [ ]{ }M Mhh
T� ϕ ϕ — модальная матрица

масс; так как при решении задачи собственных
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Рис. 2. Аэродинамическая модель ракеты



значений для консервативной используется усло�
вие нормировки по массе, то [ ] [ ]M Ihh � ,
[ ] { } [ ]{ }Q Qhh

I T I� ϕ ϕ — модальная матрица аэроди�

намического демпфирования;[ ] { } [ ]{ }B Bhh
T� ϕ ϕ —

модальная матрица конструкционного демпфи�
рования; [ ] { } [ ]{ }K Khh

T� ϕ ϕ — модальная матрица

жесткости; [ ] { } [ ]{ }Q Qhh
R T

hh
R� ϕ ϕ — модальная мат�

рица аэродинамической жесткости; p i� 
ω γ( )—

собственные значения; γ — коэффициент демп�
фирования, характеризующий устойчивость аэро�
упругой системы в потоке; { }uh — вектор собст�
венных форм.

Решение полной проблемы собственных
значений неконсервативной задачи — опреде�
ление комплексных частот колебаний ЛА
в потоке.

Задача о колебаниях линейной неконсерва�
тивной системы сводится к квадратичной зада�
че на собственные значения (для вещественной
несимметричной матрицы) и решению полной
проблемы собственных значений методом
QR�итераций при фиксированных значениях
числа Маха и параметра k:
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Анализ поведения частот колебаний ЛА
в потоке на комплексной плоскости для раз�
личных чисел Маха и значений приведенной
частоты k, что позволяет делать выводы об ус�
тойчивости или неустойчивости упругих коле�
баний ЛА в потоке воздуха.

Поведение частот аэроупругих
колебаний ракеты внутри области
устойчивости при вариации масс

и жесткостей ракеты

На практике, задавая вариации массовых
и жесткостных характеристик, традиционно
пользуются подходом, при котором считают,
что при увеличении жесткости конструкции ее
частота растет, при увеличении массы конст�
рукции — падает. Однако в условиях аэродина�
мического нагружения наблюдается следую�
щая особенность: при увеличении жесткости
элементов конструкции ракеты частота колеба�
ний ракеты в потоке газа падает, а при увеличе�
нии массы элементов конструкции ракеты
частота растет. Эта особенность проявляется
внутри области аэроупругой устойчивости ра�
кеты, на штатных режимах полета, причем
в потоке проявляется не сразу, а только когда
интенсивность аэродинамического нагружения
становится достаточно большой. Данный эф�
фект наблюдается не во всех расчетных точках,
а только локально на тех подконструкциях, для
которых в потоке имеет место парное взаимо�
действие степеней свободы.
На рис. 3 изображены области ракеты, для

которых изменялись жесткости и массы: об�
ласть № 1 — передние управляющие плоско�
сти; область № 2 — задние несущие плоско�
сти; область № 3 — проводка задних рулей;
область № 4 — проводка передних рулей; об�
ласть № 5 — крепление задних несущих плос�
костей; область № 6 — задние управляющие
плоскости.
Чтобы оценить изменения частоты колеба�

ний при вариациях массы и жесткости каждой
области, были проведены расчеты для каждой
из шести рассматриваемых областей (рис. 3).
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Рис. 3. Области исследования упругой динамической модели ракеты класса «земля — воздух»



Было принято, что плотность набегающего по�
тока для всех расчетов равна 1,225 кг/м3, ско�
рость звука равна 340 м/с. Для исследования
изменения частотных характеристик ракеты
принят следующий ряд чисел Маха: [0,2; 0,4;
0,6; 0,8; 1,2; 1,4; 1,6; 1,8; 2,0; 2,2; 2,4; 2,6; 2,8;
3,0].
Для исследования изменения частоты коле�

баний в потоке при вариациях массы и жестко�
сти каждой области, применительно к выше�
указанным областям жесткость и масса пред�
ставлены в виде X(1 + α), где X— номинальное
значение жесткости (массы); α — безразмер�
ный параметр вариации жесткости (массы).
Для параметра α значения брались из следую�
щего ряда: [–0,25; –0,15; –0,05; 0,00; 0,05; 0,15;

0,25]. Таким образом, для исследования было
проведено 14 × 7 × 6 × 2 = 1176 расчетов.
По полученным результатам построены гра�

фики зависимости частоты от значений варьи�
руемого параметра, а также траектории корней
в потоке, характеризующие аэроупругие коле�
бания рассматриваемой модели ракеты в ис�
следуемом диапазоне скоростей.
Ниже представлены некоторые из получен�

ных результатов, отражающие особенность
поведения частот колебаний ракеты в потоке
газа при штатном режиме полета: с увеличе�
нием жесткости областей исследования час�
тота падает, а с увеличением массы частота
растет (рис. 3) на дозвуковых и сверхзвуковых
скоростях.
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Рис. 4. Эффект уменьшения частоты колебаний в потоке при увеличении жесткости конструкции



Следует отметить, что такое поведение час�
тот колебаний ракеты проявляется не для всех
тонов колебаний.
На рис. 4 приведены зависимости измене�

ния частоты 1�го тона колебаний ракеты при
вариации жесткости 2�й и 5�й областей иссле�
дования для различных скоростей полета. Из
результатов, представленных на рис. 4, видно,
что при увеличении жесткости 2�й и 5�й об�
ластей исследования модели частота падает,
что подтверждает наличие особенностей в по�

ведении частот колебаний упругой ракеты
в потоке газа.
На рис. 5 представлены результаты, характе�

ризующие устойчивость ракеты в потоке. Из
рис. 5 видно, что рассматриваемые режимы по�
лета, на которых были обнаружены особенно�
сти поведения частот колебаний ракеты — эф�
фект уменьшения частоты колебаний ракеты
в потоке при увеличении жесткости 2�й облас�
ти исследования модели — находятся внутри
области устойчивости, вдали от границ флатте�
ра и дивергенции.
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Рис. 5. Диаграмма устойчивости при различных значениях жесткости конструкции
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Необходимо отметить, что результаты, пред�
ставленные на рис. 4 и рис. 5, соответствуют
одним и тем же режимам полета.

Анализ результатов расчетов показал, что
наиболее часто особенности поведения частот
колебаний ракеты в потоке газа наблюдаются
при вариациях сосредоточенных масс и харак�
терны для всех областей исследования и на
всем диапазоне рассматриваемых скоростей.

На рис. 6 представлены зависимость изме�
нения частоты 4�го тона от вариации массы 2�й
области исследования и зависимость измене�
ния частоты 1�го тона от вариации массы 5�й
области исследования для дозвуковых скоро�
стей полета. Из результатов, представленных
на рис. 6, видно, что при увеличении массы как
2�й, так и 5�й областей исследования частота
растет. При вариации массы областей исследо�

Рис. 6. Эффект увеличения частоты колебаний при увеличении массы конструкции при M < 1



вания в диапазоне значений [0,75…1,25] от но�
минального значения массы изменение часто�
ты в среднем составляет: более 8,5 Гц — при из�
менении массы задних несущих поверхностей
(2�я область исследования) и около 5 Гц — при
изменении массы крепления задних несущих
поверхностей (5�я область исследования). Это
также подтверждает наличие особенностей

в поведении частот колебаний упругой ракеты
в потоке газа.

На рис. 7 представлены результаты, характе�
ризующие устойчивость ракеты в потоке. Из
рис. 7 видно, что режимы полета, на которых
проявляется особенность поведения частот ко�
лебаний упругой ракеты в потоке газа — увели�
чение частоты колебаний при увеличении мас�
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Рис. 7. Диаграмма устойчивости при различных значениях массы при М < 1



сы (4�я область исследования конструкции), —
находятся внутри области устойчивости, вдали
от границ флаттера и дивергенции. Результаты,
представленные на рис. 6 и рис. 7, соответству�
ют одним и тем же режимам полета.

На рис. 8 и рис. 9 приведены графики изме�
нения частоты 6�го и 10�го тонов в зависимо�
сти от вариации массы 2�й области исследова�
ния для сверхзвуковых режимов полета. Из
рис. 8 видно, что существует особенность в по�
ведении частот колебаний упругой ракеты

в потоке, т. е. при увеличении массы задних не�
сущих плоскостей (2�я область исследования)
частота растет. Изменение частоты (при М =
= 1,2) для 6�го тона колебаний составляет по�
рядка 8 Гц, а 10�го тона — более 36 Гц при изме�
нении массы задних несущих поверхностей
в диапазоне значений [0,75…1,25] от номиналь�
ного значения их массы.

Диаграмма устойчивости ракеты в полете
(рис. 9) показывает, что рассматриваемые ре�
жимы полета находятся далеко внутри области
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Рис. 8. Эффект увеличения частоты колебаний при увеличении массы конструкции при M > 1



аэроупругой устойчивости ракеты. Результаты,
представленные на рис. 8 и рис. 9, соответству�
ют одним и тем же режимам полета.

Выводы

1. Показано, что наблюдаются особенности
поведения частот колебаний упругой ракеты
в потоке газа: при увеличении жесткости эле�

ментов конструкции ракеты частота колебаний
ракеты в потоке газа падает, а при увеличении
массы элементов конструкции ракеты частота
растет. Эта особенность проявляется внутри
области аэроупругой устойчивости, на штат�
ных режимах полета ракеты. Эффект возникает
в потоке не сразу, а когда интенсивность аэро�
динамического нагружения становится доста�
точно большой.
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Рис. 9. Диаграмма устойчивости при различных значениях массы при М > 1



2. Данная особенность поведения частот ко�
лебаний упругой ракеты в потоке газа может су�
щественно повлиять на аэроупругую устойчи�
вость ракеты, в связи с чем рекомендуется прово�
дить детальные исследования изменения частот
колебаний в потоке при вариации масс и жестко�
стей отдельных элементов конструкции.

Выводы, сделанные в работе, могут быть
распространены и на другие задачи для систем
с парным взаимодействием степеней свободы,
таких, как продольные колебания жидкостных
ракет, колебания управляемых упругих конст�
рукций и т. д.
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