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Математическая модель

вязкоупругого поведения резины

при циклическом нагружении

В.К. Семенов, А.Е. Белкин

Одной из актуальных проблем механики автомобильной шины являет-

ся расчет рассеяния энергии в катящейся шине при циклическом дефор-

мировании, на основе которого определяют показатели сопротивления

качению и теплообразование. Точность и достоверность расчетных про-

гнозов в этой области зависит от адекватности описания физических

свойств шинных материалов. В статье представлена математическая

модель вязкоупругого поведения протекторной резины при одноосном цик-

лическом сжатии. Модель основана на концепции неупругого реологиче-

ского поведения эластомеров, разработанной специалистами Массачу-

сетского технологического института Бергстремом и Бойс. Детально

описана процедура настройки модели и определения числовых значений ее

параметров для двух протекторных резин летних легковых шин. С помо-

щью этой процедуры обработаны результаты испытаний образцов резин

на циклическое пульсационное сжатие. Поиск параметров модели осуще-

ствлен путем минимизации функции отклонений расчетных величин от

результатов эксперимента методом Нелдера—Мида. Показано, что

расчетная модель позволяет описать гистерезисные потери в резине

с достаточной для практических целей точностью.

Статья адресована специалистам, занимающимся прикладными рас-

четами конструкций из полимерных материалов.

Ключевые слова: резина, циклическое сжатие, гистерезисные поте-

ри, модель вязкоупругости, поиск параметров модели.

Mathematical model of the viscoelastic

behavior of rubber under cyclic loading

V.K. Semenov, A.E. Belkin

One of the urgent problems of the mechanics of car tires is the calculation of

energy dissipation in a rolling tire under cyclic deformation. It forms the basis for

determining the rolling resistance and heat buildup. The accuracy and reliability

of the calculated predictions in this area depends on the adequate description of

the physical properties of tire materials. This paper presents a mathematical

model of the viscoelastic behavior of a tread rubber under uniaxial cyclic com-

pression. The model is based on the concept of the rheological behavior of in-

elastic elastomers developed by Bergstrom and Boyce, the MIT experts. It is de-

scribed in detail how to set up the model and determine the numerical values of

its parameters for two tread rubbers of summer automobile tires. This procedure

is used to process the results of cyclic pulse compression tests of rubber samples.
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The model parameters are determined by minimizing

the deviation of the calculated values from the experi-

mental ones obtained by the Nelder-Mead method. It

is shown that the calculation model makes it possible

to describe the hysteresis losses in rubber with suffi-

cient accuracy. The article is intended for profession-

als dealing with applied calculations of polymeric ma-

terials.

Keywords: rubber, cyclic compression, hysteresis

losses, viscoelasticity model, searching for model

parameters.

В основе современных представлений

о механизме внутренних потерь энергии

в эластомерах лежит концепция движения мак-

ромолекул эластомера в так называемом поли-

мерном расплаве [1, 2]. Исходя из этой концеп-

ции, ученые Массачусетского технологическо-

го института Бергстрем и Бойс разработали

модель неупругого реологического поведения

эластомеров [3], которая описывает явление

гистерезиса при циклическом нагружении и за-

висимость диаграмм деформирования мате-

риала от скорости деформирования. Модель

Бергстрема—Бойс (в дальнейшем модель Б—Б)

прошла весьма тщательную эксперименталь-

ную проверку [3—6].

Согласно модели Б—Б скорость деформа-

ции ползучести зависит от удлинения поли-

мерной цепочки

& / ( )λ λc c= -A n1 , (1)

где λ c — кратность деформации ползучести

(creep); A n, — постоянные параметры.

Уравнение (1) определяет скорость ползуче-

сти при постоянном напряжении, причем эта

скорость, безусловно, зависит от уровня при-

ложенного напряжения. Предполагается, что

процесс ползучести является энергетически ак-

тивируемым, поэтому его скорость пропорцио-

нальна некоторой степени напряжения

&

( )
λ

σ

λ
c

c

c

=
-

B m

n1
, (2)

где B m, — новые характеристики материала.

В целом физическую модель вязкоупругого

поведения эластомеров условно представляют

в виде системы двух параллельно соединенных

звеньев разной природы (рис. 1). Упругое звено

1 определяет поведение при медленном стати-

ческом нагружении, т. е. при &λ »0 , когда демп-

фер 3 не воспринимает напряжения и не ока-

зывает сопротивления деформации. В случае

конечной скорости деформации работают оба

звена системы. Демпфер оказывает сопротив-

ление, зависящее от скорости деформации.

В модели Б—Б свойства демпфера характеризу-

ются уравнением (2). При очень быстром дина-

мическом (мгновенном) нагружении демпфер

«запирается», в нем не происходит деформации

и напряжение распределяется между упругими

элементами 1 и 2. В этом случае реакция мате-

риала является упругой, однако его жесткость

повышается по сравнению с медленным упру-

гим деформированием.

В настоящей статье модель Б—Б применяет-

ся для описания поведения резины при одно-

осном циклическом сжатии. Рассматривая ма-

лые деформации, не превосходящие 20%, бу-

дем считать, что для упругих элементов модели

справедлив закон Гука. В этом случае модель

описывается следующими уравнениями:

σ ε σ= +E1 c ; (3а)

σ ε εc 2 c( )= -E ; (3б)

&ε
σ

ε ε
c

c

c 0( )
=

+

B m

n
, (3в)

где ε — относительное удлинение (укорочение),

введенное вместо кратности деформации λ;

ε0 — малая постоянная деформация, добавляе-

мая для описания скорости ползучести при нуле-

вой деформации ε c ; E1, E2 — модули упругости

элементов 1 и 2 соответственно (см. рис. 1).

Рис. 1. Условная физическая модель поведения
вязкоупругого материала:

1, 2 — упругие звенья; 3 — демпфер
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Следует отметить, что последнее уравнение

системы (3) — обычное уравнение теории пол-

зучести (теории упрочнения) [7].

Система (3) может быть приведена к одному

дифференциальному уравнению

&
& ( )

ε
σ

α α

σ ε

α ε
σ

ε

- -

- +

=
E

B E

E

n2

1

2

0

–

( )

m

0, (4)

где α= +1 1 2E E/ .

При заданном процессе нагружения σ σ= ( )t

интегрированием уравнения (4) по времени

можно получить процесс деформирования ма-

териала ε ε= ( )t . В случае периодических про-

цессов σ σ( )t T+ = ( )t , ε ε( ) ( )t T t+ = удельная

энергия, рассеянная за один цикл нагружения,

определяется по формуле

q
–

dt

mT

= =
- +

ò òσ ε
α

σ σ ε

α ε σ / ε
&

( )
dt

B E

E

T

n

0

1

2 0( )0

. (5)

Оценим предсказательную способность рас-

четной модели, сопоставляя получаемые ре-

зультаты с экспериментальными данными для

резин протекторов автомобильных шин.

В работе [8] представлены результаты испы-

таний на циклическое сжатие образцов протек-

торных резин при гармоническом и трапецеи-

дальном пульсационных воздействиях; иссле-

довано влияние амплитуды, частоты и формы

цикла нагружения на удельную рассеянную

энергию и относительный гистерезис. Были

испытаны резины двух марок для летних легко-

вых шин: резина марки 644, содержащая 65

массовых частей технического углерода, и ре-

зина марки 102, содержащая 50 массовых час-

тей белой сажи и 15 массовых частей техниче-

ского углерода. Используем эксперименталь-

ные результаты для определения значений

параметров модели E E B m n1 2 0, , , , , ε , входя-

щих в определяющие соотношения (3).

Равновесный модуль E1 определяется по диа-

грамме статического сжатия резины (рис. 2). На

рисунке видно, что на начальном участке диа-

граммы сжатия являются нелинейными. Поэто-

му в качестве равновесного модуля резины при-

нято значение секущего модуля для диапазона

деформаций 0...0,15. Для резины марки 644 это

значение составляет E1 5 0» , МПа, а для резины

марки 102 — E1 7 0» , МПа.

Для дальнейшего уменьшения числа иско-

мых параметров модели воспользуемся сле-

дующим предложением. Примем пульсаци-

онный гармонический режим нагружения

σ σ ω= -base ( cos )1 t с амплитудой напряжения

σ base в к а ч е с т в е б а з о в о г о . Р а с с м а тривая

аналогичные нагружения σ σ ω= -a ( cos )1 t с из-

мененными амплитудами, будем сопоставлять

значения удельной рассеянной энергии в базо-

вом и измененных режимах q qa base/ . Исходя из

структуры выражения (5) для рассеянной энер-

гии, можно предположить существование при-

ближенной зависимости

( )q q
m n

a base a base/ / ,»
+ -

σ σ
1

(6)

или, что то же самое,

( ) ( )ln / ( )ln /q q m na base a base» + -1 σ σ . (7)

Анализ экспериментальных данных, приве-

денных в статье [8], показывает, что зависи-

мость (6) приближенно справедлива при значе-

нии показателя степени m n+ -1 немногим

больше, чем 2.

Принимая в первом приближении

m n+ - =1 2, в дальнейшем полагаем в законе

ползучести (3в) и последующих уравнениях (4),

(5) показатель степени n m= -1.

По результатам эксперимента [8] энергия,

рассеянная за один цикл гармонического на-

гружения, практически не зависит от частоты

в исследованном диапазоне частот 1...20 Гц.

Рис. 2. Диаграмма сжатия при малой скорости
нагружения 0,001 МПа/с:

1 — резина марки 644; 2 — резина марки 102
(с белой сажей)
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При расчете удельной рассеянной энергии по

формуле (5) имеем

q f=
B

α ν
σ ε( , )a a , (8)

где f
d tm

( , )
( ) ( )

σ ε
π

σ σ ε ω

α ε σ / ε

π

a a

1

2 0

–1

1 –

( )
=

- +
ò

2 0

2 E

E m
—

среднее значение подынтегральной функции на

периоде; ν — частота процесса, Гц; σ εa a, — ам-

плитудные значения напряжения и деформации.

Чтобы приблизить математическую модель

к результатам экспериментов, будем полагать,

что в случае монохроматического гармониче-

ского нагружения параметр модели B, входя-

щий в уравнения (3в), (4), (5) и (8),

пропорционален частоте:

B B= ν
~

,

где
~
B — искомая постоянная модели. В этом

случае расчетное значение рассеянной энергии

остается постоянным при любых изменениях

частоты.

Численные эксперименты по интегрирова-

нию уравнения (4) показывают, что малый па-

раметр ε0 практически не влияет на деформа-

ционные и гистерезисные характеристики про-

цесса, если его значение удовлетворяет

условию ε ε0 a<< . Исключая этот параметр из

числа искомых, принимаем ε0 =0 0001, .

Оставшиеся неизвестные постоянные моде-

ли определяем из условия минимума относи-

тельных отклонений теоретически подсчитанных

размахов деформации εR theory и рассеянной энергии

q theory от результатов экспериментаεR exp и q exp . Вве-

дем вектор искомых постоянных { }X = E B m2 ,
~

,

и составим функцию отклонений

F
q qR R

R

( , , )
exp

exp

ex
X σ ν

ε ε

ε
a

theory theory
=

-æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ +

-
2

p

expq

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

. (9)

Для поиска вектора X, обеспечивающего ми-

нимум функции отклонений (9), используем ме-

тод Нелдера — Мида. Поиск будем осуществлять

среди допустимых значений вектора X из области:

{ }D X X Xi i i= Î £ £X R 3 : min max ,

где X i — i-я компонента вектора X. Для этого

к функции отклонений (9) добавим штрафную

функцию Φ ( )X , не позволяющую параметрам

поиска выходить за границу области D. Штраф-

ная функция может быть сформирована раз-

личными способами. В работе использовалась

следующая ее формулировка.

Сначала определялись степени выхода каж-

дой компоненты за допустимую область

g
X X

X X
x

i i

i i
i

1 =
-

-

min

minmax

; g
X X

X X
x

i i

i i
i

2 =
-

-

max

max min

.

Если компонента X i находится в допустимой

области, то g x i

1 0£ , g x i

2 0£ ; в противном случае

или g x i

1 0> , или g x i

2 0> . Далее штрафная функ-

ция вычислялась по формуле

[ ]Φ ( ) ( )exp( ) ( )exp( )X = +
=

å H Hg g g gx x x x

i
i i i i

1 1 2 2

1

3

, (10)

где H H( ), ( )g gx xi i

1 2 — функции Хевисайда.

Модифицированная функция цели имела вид

F Fmod a a( , , ) ( , , ) ( )X X Xσ ν σ ν= +Φ . (11)

При фиксированной амплитуде σ a цикла

напряжений функция Fmod a( , , )X σ ν зависит от

частоты воздействия ν и достигает минимума

при различных векторах X( )ν . Чтобы получить

единый вектор X, компоненты которого обес-

печивают аппроксимацию закона вязкоупруго-

сти резины в диапазоне частот 1...20 Гц, еще раз

изменим функцию цели. Новую функцию об-

разуем путем суммирования функций отклоне-

ний (9) для всех экспериментально исследо-

ванных циклических нагружений с различны-

ми частотами из указанного диапазона:

F Fmod a a( , ) ( , , ) ( )X X Xσ σ ν

ν

= +å Φ . (12)

В настоящей работе вектор постоянных X

определялся на основе результатов испытаний

резин марок 644 и 102 при пульсационном гар-

моническом сжатии с размахом напряжений

σ R =1119, МПа [8]. Область поиска параметров

задавалась неравенствами

{D E= Î £ £X R 3

22 10: ;

}0 001 2 1 5,
~

;£ £ £ £B m .

В результате минимизации функции (12) по-

лучены следующие значения параметров модели:
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• для резины марки 644 E 2 6 0= , МПа,
~

,B =0 29 МПа —m;

• для резины марки 102 (с белой сажей)

E 2 7 6= , МПа,
~

,B =0 27 МПа —m.

Значение показателя степени m в законе пол-

зучести (3в) близко к 3 для резин обеих марок.

Найденные значения параметров модели ис-

пользованы при расчете циклического дефор-

мирования резин. Расчетные установившиеся

гистерезисные петли как результат интегриро-

вания уравнения (4) при напряжении

σ σ ω= -0 5 1, ( cos )R t показаны на рис. 3. На

этом же рисунке представлены эксперименталь-

ные кривые, полученные при частоте 10 Гц [8].

Несмотря на небольшое отличие в формах рас-

четной и экспериментальной гистерезисных пе-

тель, их площади, т. е. удельные механические

потери q, практически совпадают.

Сопоставление расчетных и экспериментальных значений

величин размахов деформаций « R и удельных механических

потерь q при размахе напряжения гармонического
пульсационного цикла нагружения sR = 1,119 МПа

Марка
резины

Расчет
Эксперимент
при v = 10 Гц

ε
R

q, Дж/см
3

ε
R

q, Дж/см
3

644 0,145 0,044 0,144 0,043

102 0,125 0,034 0,122 0,036

Наблюдаемое расхождение между результа-

тами теории и эксперимента заключается

в том, что согласно принятой модели расчетные

деформации и, следовательно, гистерезисные

петли не меняются при изменении частоты,

в эксперименте же обнаруживается слабая зави-

симость размаха деформаций от частоты при

практически неизменной рассеянной энергии.

Для дальнейшей проверки математической

модели исследована зависимость между удель-

ными механическими потерями и размахами

деформации при гармоническом пульсацион-

ном сжатии с фиксированной частотой возбу-

ждения (рис. 4). На рисунке видно, что при де-

формациях до 15% наблюдается весьма хоро-

шее соответствие между результатами расчета

и эксперимента. Несколько меньшая точность

обнаруживается в зависимости между размаха-

ми напряжения и деформации (рис. 5). Расчет

здесь приводит к линейной связи, эксперимен-

тальные кривые слабо нелинейные.

Рис. 3. Расчетные (—) и экспериментальные (- - -)

гистерезисные петли для резины при пульсационном

гармоническом сжатии с размахом напряжения

σ
R

=1119, МПа:

а — резина марки 644; б — резина марки 102
(с белой сажей)

Рис. 4. Зависимость удельных механических потерь

от размаха деформации при гармоническом

пульсационном цикле нагружения с частотой 5 Гц:

а — резина марки 644; б — резина марки 102
(с белой сажей); — – расчет; - - - — эксперимент



Таким образом, рассмотренные соотноше-

ния вязкоупругости для резины дают достаточ-

ную для практических целей точность в оценке

гистерезисных потерь при значениях размахов де-

формации, превышающих 5%. Расхождение с экс-

периментом в этом случае составляет не более 20%.

Если детали из резины работают в области мень-

ших деформаций, необходимо переопределить

значения параметров материала.
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Рис. 5. Зависимость между размахами напряжения

и деформации при гармоническом пульсационном

цикле нагружения с частотой 5 Гц:

а — резина марки 644; б — резина марки 102

(с белой сажей); — – расчет; - - - — эксперимент


