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Оптимальное планирование

машиностроительного производства

на основе динамического

программирования

Г.Б. Евгенев

В настоящее время остро стоит проблема повышения эффективно-

сти и конкурентоспособности машиностроительного производства. Для

решения этой проблемы необходима оптимизация параметров на всех

этапах жизненного цикла изделий. Существует множество эвристи-

ческих алгоритмов для улучшения планирования производства. Однако

они не гарантируют получения оптимальных планов. Оптимальные пла-

ны могут быть получены с помощью динамического программирования, но

этот метод до сих пор не применялся для решения производственных за-

дач. В статье впервые описана методология применения динамического

программирования для оптимизации планирования производства изделий.

Ключевые слова: динамическое программирование, оптимизация

планирования производства.

Optimal production planning

on the basis of dynamic programming

G.B. Evgenev

Increasing the efficiency and competitiveness of production is an acute

problem. To solve this problem, product parameters must be optimized at all

stages of the life cycle of a product. There are many heuristic algorithms to

improve production planning, but they do not guarantee optimal plans. The
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optimal plans can be obtained using dynamic

programming. However, this method has not been

applied yet to solve production engineering problems.

This paper is the first to describe the methodology of

dynamic programming as applied to the optimization

of production planning.

Keywords: dynamic programming, optimal

production planning.

Генерация оптимальных оперативных произ-

водственных планов, обеспечивающих ми-

нимальное время выполнения заказов, — важная

научно-техническая задача. Эта задача входит

в состав систем оперативно-календарного пла-

нирования, которые на основании конструктор-

ско-технологических данных изделий и портфе-

ля заказов производят генерацию планов произ-

водства, а также обеспечивают в процессе

реализации этих планов диспетчирование произ-

водства, учет движения материальных ценностей

и формирование экономических данных.

Одним из наиболее мощных и широко из-

вестных математических методов современной

теории управления дискретными процессами явля-

ется метод динамического программирования, ко-

торый был предложен в конце 50-х годов XX века

американским математиком Р. Беллманом [1–6].

Теоретическая модель динамического про-

граммирования. Динамическое программирование

(динамическое планирование) — особый матема-

тический аппарат, позволяющий осуществлять

оптимальное планирование многошаговых

управляемых процессов. Под управляемыми

подразумеваются процессы, на ход которых

можно оказывать влияние [1, 3].

Формальная постановка проблемы — имеет-

ся некоторая физическая система S, которая

с течением времени может менять свое состоя-

ние. Процессом изменения состояния системы

можно управлять. Такую систему S называют

управляемой системой, а мероприятия, с помо-

щью которых оказывается влияние на поведе-

ние системы, управлением.

Производственная система S представляет со-

бой множество рабочих центров WCn. Рабочие

центры WCn объединяются в группы эквивалент-

ности WCn
m, в которых они взаимозаменяемы:

S WC
m n

M N

n

m

= =
=

1 1,

,

U . (1)

Здесь m — номер группы; n — порядковый но-

мер рабочего центра в группе.

Состояние системы S определяется теми

технологическими операциями TOj, которые

в текущий момент выполняются на каждом ра-

бочем центре для обработки конкретного изде-

лия. Управление системой S осуществляется

посредством планирования, которое устанав-

ливает последовательность технологических

операций обработки изделий из позиций пла-

на, выполняемых на каждом работоспособном

рабочем центре в течение заданного промежут-

ка времени (смены, дня, недели и т. п.).

На уровне оперативно-календарного пла-

нирования производства технологический

процесс представляет собой последователь-

ность оснащенных технологических операций,

в которых указан тип используемого оборудо-

вания mti:

TP = {TOk, ..., TOl, ..., TOm}.

Суть планирования заключается в привязке

к календарным срокам начала и конца каждой

операции с использованием норм времени tij

и к выбору конкретного рабочего центра WCn
m

из числа единиц, входящих в данный тип обо-

рудования mti. Если технологический процесс

является безальтернативным, то решение про-

блем, возникающих при оперативно-календар-

ном планировании, заключается в оптималь-

ном выборе альтернативных рабочих центров

с учетом состояния их загрузки.

В конечном итоге структура рабочего плана

WP, полученного на основе технологического

процесса TP для каждого изделия, подлежаще-

го изготовлению, представляет собой последо-

вательность рабочих центров, которые это из-

делие должно пройти:

WP = {WCk
x, ..., WCl

y, ..., WCp
z}.

Процесс изменения состояния системы

S должен производиться в каком-то смысле

наилучшим образом. Степень качества процес-

са выражается численно с помощью критерия
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Q, который должен принимать максимальное

или минимальное значение. Критерий Q назы-

вают целевой функцией. В качестве критерия

обычно принимаются временные или финан-

совые затраты.

Если обозначить общее управление системой

S буквой U, то зависимость критерия Q от управ-

ления можно записать в следующем виде [3]:

Q = Q(U).

В данном случае U эквивалентно WP.

С помощью динамического программирова-

ния требуется найти такое управление U* (оп-

тимальное управление или оптимальный план),

при котором критерий Q достигает максимума

{ }Q Q U
U

* max ( )=

или минимума

{ }Q Q U
U

* min ( )= .

Эта формула означает, что Q* есть максималь-

ное или минимальное из значений, которые

принимает критерий Q при всех возможных

управлениях U.

При постановке задач подобного рода долж-

ны быть учтены некоторые условия, наклады-

ваемые на начальное состояние системы S0 и ко-

нечное состояние Sкон. В производственных сис-

темах оба эти состояния полностью заданы.

Применительно к деталям начальное состоя-

ние — это заготовка, а конечное — деталь, со-

ответствующая чертежу. Применительно к сбо-

рочным единицам начальное состояние пред-

ставляет собой сборочный комплект,

а конечное — сборочную единицу.

С учетом начальных и конечных условий за-

дача оптимального управления формулирует-

ся следующим образом: из множества возмож-

ных управлений U найти такое управление U*,

которое переводит физическую систему S из на-

чального состояния S0 в конечное Sкон так, чтобы

некоторый критерий обращался в максимум

Q(U) [3].

Состояние системы S описывается с помо-

щью фазовых переменных.

Фазовые переменные. Метод динамического

программирования (планирования) использу-

ется тогда, когда процесс может быть разделен

на ряд последовательных шагов. При этом каж-

дый раз оптимизируется управление только

на одном шаге. Для таких многошаговых

процессов справедлив принцип оптимально-

сти Р. Беллмана [2, 3, 5]: оптимальное управле-

ние обладает тем свойством, что каково бы ни

было начальное состояние и начальное управление

последующее управление должно быть оптималь-

ным по отношению к состоянию, получающемуся

в результате начального управления.

Машиностроительное производство являет-

ся дискретным, в котором производственный

процесс естественным образом разделяется на

ряд последовательных шагов, — технологиче-

ские операции. Таким образом, метод динами-

ческого планирования полностью пригоден

для построения оптимальных оперативных

производственных планов.

Как было отмечено выше, производственная

система S — это множество рабочих центров,

которые и представляют собой фазовые пере-

менные. Оперативное планирование должно

определить состояние этих переменных во вре-

мени. Как следует из формулы (1) для одно-

значного определения рабочего центра необхо-

димы две компоненты: номер группы и поряд-

ковый номер центра в группе.

Для обозначения фазовых переменных, свя-

занных с изготовлением изделия i на шаге

(операции) t, будем использовать индексы i и t.

Номер группы рабочего центра, используемого

на операции номера t, будем обозначать симво-

лом pit
1, а порядковый номер центра в группе —

символом pit
2. Эти две компоненты формируют

вектор pit = (pit
1, pit

2). Последний обычно назы-

вают вектором фазовых переменных.

Фрагмент базы данных рабочих центров

представлен на рис. 1. Первые два атрибута

представляют собой компоненты вектора фа-

зовых переменных.

Управляющие переменные. Такими перемен-

ными являются величины, которые можно вы-

брать в процессе протекания любого шага. Ес-

ли число этих переменных ui1, ui2 ,…, uir равно r,

то их можно рассматривать как компоненты

вектора управления uit, связанного с изделием i

в процессе r шагов его изготовления. Управле-
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ние по своей природе иногда носит скорее ка-

чественный, чем количественный характер.

Это может быть выбор между несколькими

возможными способами преобразования со-

стояния.

Применительно к производственным систе-

мам управление носит качественный характер

и заключается в выборе для каждого изделия

i технологического процесса k при наличии

альтернативных вариантов и для каждой техно-

логической операции этого процесса конкрет-

ного рабочего центра из числа входящих

в группу взаимозаменяемых:

TPi
k = {TOi1

k, ..., TOin
k, ..., TOiN

k };

WC1
i, ..., WCp

i, ..., WCq
i.

В итоге для каждого изделия формируется

описанный выше рабочий план

WPt
i = {WC1

i , ..., WCp
i , ..., WCq

i}.

Количество рабочих планов соответствует

количеству изделий, находящихся в производ-

стве. Каждый рабочий план представляет со-

бой управляющую переменную WPt
i, где ин-

декс t определяет шаг производственного про-

цесса, т. е. порядковый номер технологической

операции, а i — порядковый номер изделия.

Совокупность всех рабочих планов представля-

ет собой стратегию и является оперативным

планом производства.

Фрагмент базы данных технологических

операций приведен на рис. 2. Все эти атрибуты

представляют собой компоненты вектора

управления uit.

Уравнение процесса. В зависимости от управ-

ления, которое было выбрано на очередном

шаге, начальное состояние преобразуется в ко-

нечное. Символически это можно выразить со-

отношением

pit+1 = Ft (pit; ui t+1),

которое означает, что pit+1 можно определить,

если заданы pit и ui t+1.

Применительно к оперативно-календарно-

му планированию производства pit представля-

ет собой рабочий центр, изготавливающий из-

делие i на шаге t. Соответственно pit+1 — рабо-

чий центр, изготавливающий изделие i на шаге

t+1. Управление uit+1 определяет технологиче-

скую операцию, которая должна выполняться

на шаге t+1 в соответствии с технологическим

процессом.

Уравнение процесса содержится в дискрет-

ной форме в базе данных технологических опе-

раций (см. рис. 2).

Рис. 1. База данных рабочих центров:

NoGWC — номер группы рабочих центров; NoWC —

номер рабочего центра; NoDep — номер цеха; NoUch —

номер участка; PrPr — процент простоя в ремонте;

KVNV — коэффициент выполнения норм времени

Рис. 2. База данных технологических операций:

NoDet — номер детали; NoTp — номер технологического

процесса; NoOp — номер операции; NoGrWC — номер

группы рабочих центров; Tpz — норма

подготовительно-заключительного времени, ч;

Tsht — норма штучного времени, ч
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Ограничения. В общем случае как на фазо-

вые, так и на управляющие переменные накла-

дываются ограничения типа равенств или не-

равенств:

Sm(pi1, …, piN, ui1, …, uiN) ≥ 0, m = 1, …, l.

На практике во многих случаях на фазовые

и управляющие переменные накладываются

раздельные ограничения и часто они имеют

вид верхних и нижних границ, например,

u* ≤ uit ≤ u*.

Выбор управлений, удовлетворяющих огра-

ничениям, называют допустимым и в соответ-

ствии с этим говорят о допустимой стратегии.

Применительно к планированию производ-

ства в качестве ограничений выступает загруз-

ка рабочих центров, а также их работоспособ-

ность.

Целевая функция. В общем случае целевую

функцию можно представить как Q(pi1, …, piN+1,

ui1, …, uiN), но поскольку значения pi1, …, piN

с помощью уравнений процесса можно выра-

зить в виде функций от piN и ui1, …, uiN, то в об-

щем случае целевую функцию можно рассмат-

ривать как функцию

Q(piN, ui1, …, uiN).

Часто встречается целевая функция, которая

представляется в виде суммы доходов отдель-

ных шагов. К такому виду может быть приведе-

на любая целевая функция. Можно считать,

что упомянутые доходы являются функциями

pit+1, pit и uit, причем pit+1 можно выразить через

pit и uit+1, поэтому

Q = ΣN
1 Pt (pit; uit+1).

Допустимая стратегия {uit}, которая миними-

зирует целевую функцию Q, называется опти-

мальной стратегией.

Применительно к решению проблемы опти-

мального оперативного планирования маши-

ностроительного производства целевая функ-

ция представляет собой затраты времени в ча-

сах на изготовление изделия:

Tpd = (Tpz + Tsht*KolDet)*

*(1 + PrPr/100)*KVNV + Tmo.

Здесь Tpd — норма времени на изготовление

партии деталей; Tpz — норма подготовитель-

но-заключительного времени на партию дета-

лей; Tsht — норма штучного времени на деталь,

KolDet — количество деталей в партии; PrPr —

процент простоя рабочего центра в ремонте;

KVNV — коэффициент выполнения норм вре-

мени на данном рабочем центре; Tmo — время

межоперационное.

Как правило, рабочие центры имеют очере-

ди изделий, ожидающих изготовления.

Фрагмент таблицы базы данных, содержа-

щей информацию о загрузке рабочих центров,

представлен на рис. 3. Кроме описанных выше

атрибутов номера группы рабочих центров

и номера экземпляров центров из группы,

а также номеров деталей, ожидающих в очере-

ди, в этой таблице хранятся данные о приори-

тетах деталей (PrDet) и нормы времени на из-

готовление партии деталей (NorTPDet). Если

данный рабочий центр свободен (NoDet=0), то

обработка партии деталей начинается без про-

медления (например, рабочий центр

NoGWC=1 и NoWC=1). В противном случае

поступившая на рабочий центр партия деталей

ставится в очередь. Время ожидания в этой

очереди зависит от приоритета детали. Напри-

мер, обработку на рабочем центре NoGWC=1

и NoWC=2 ожидает партия деталей с приори-

тетом PrDet=2. Если на этот центр поступает

партия деталей с приоритетом PrDet=1, то об-

работка ее начинается без промедления (см.

рис. 3). В случае поступления партии деталей

с приоритетом PrDet=2, она будет ожидать за-

вершения обработки деталей равного приори-

тета. Аналогичным образом будут ожидать на-

чала обработки детали с приоритетом PrDet=3

(см. рис. 3).

Рис. 3. Ожидание в очереди
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Формирование оптимального плана с использо-

ванием метода динамического программирования.

Применительно к оперативному планирова-

нию производства принцип оптимальности

Беллмана диктует следующий порядок дейст-

вий. Первоначально необходимо выбрать оп-

тимальное решение для последней операции

технологического процесса. В соответствии

с принципом оптимальности это решение ос-

танется неизменным вне зависимости от того,

какие решения будут приниматься для преды-

дущих операций. Далее с учетом принятого ре-

шения необходимо выбрать оптимальное ре-

шение для двух последних операций. Это ре-

шение также останется неизменным при

последующем планировании. Такой процесс

движения в обратном направлении необходи-

мо продолжить вплоть до первой операции.

Для выбора оптимальных решений при об-

ратном планировании на каждом шаге необхо-

димо вычислять критерии оптимизации.

В результате последовательного прохождения

всех операций от конца к началу будут найдены

оптимальные значения целевой функции для

всех операций и соответствующее оптимальное

начальное состояние процесса. Однако на этой

фазе оптимальное управление построено не бу-

дет. Будет найдено на каждом шаге только ус-

ловное оптимальное управление.

Для окончательного построения оптималь-

ного управления необходимо пройти снова всю

последовательность шагов — на этот раз от на-

чала к концу. При этом будет решена задача

безусловной оптимизации и получено опти-

мальное значение целевой функции.

Общая диаграмма компонентов подсистемы

динамического планирования представлена на

рис. 4. Работу начинает компонент ввода и за-

несения общих данных, который обеспечивает

формирование соответствующих данных. Ис-

пользуя эти данные компонент «Решение зада-

чи условной оптимизации» формирует данные

фазового пространства с условными оптималь-

ными выигрышами. Завершает работу подсис-

темы компонент «Решение задачи безусловной

оптимизации», который использует получен-

ные ранее данные и формирует оптимальный

план и значение соответствующей целевой

функции.

Описанную выше общую методику рассмот-

рим на конкретном примере планирования об-

работки детали 3 (см. рис. 2). Эта деталь обра-

батывается по технологическому процессу 1,

который включает три операции. В соответст-

вии с методикой в начале нужно найти услов-

но-оптимальное решение для последней опе-

рации 3. Эта операция выполняется на рабочих

центрах, входящих в группу 3. Из базы данных

рабочих центров (см. рис. 1) следует, что группа

3 включает три рабочих центра, расположен-

ных на участке 3 цеха 1. Эти три рабочих цент-

ра имеют различные значения процента про-

стоя в ремонте и коэффициента выполнения

норм времени. При этом рабочий центр 1 груп-

пы имеет в очереди деталь 6 с приоритетом 3

и общим временем обработки партии деталей

0,3 ч (см. рис. 3).

Результат расчета целевой функции для каж-

дого рабочего центра (порядковые номера цен-

тров сверху вниз) приведен на рис. 5. Наилуч-

шее условно-оптимальное решение (7.08) име-

ет рабочий центр 2.

Рис. 4. Диаграмма компонентов подсистемы
динамического планирования
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Вторая операция обработки детали выпол-

няется на рабочих центрах из группы 2 (см.

рис. 2). В эту группу входят два рабочих центра

(см. рис. 1), расположенных на участке 2 цеха

1. Для каждого из этих двух рабочих центров

необходимо найти условно-оптимальное реше-

ние в комбинации с лучшим из трех предыду-

щих рабочих центров. Результат представлен на

рис. 6. Лучшее условно-оптимальное решение

имеет рабочий центр 1.

Первая операция обработки детали выпол-

няется на рабочих центрах из группы 1 (см.

рис. 2). В эту группу входят два рабочих центра

(см. рис. 1), расположенных на участке 1 цеха 1.

Для каждого из этих двух рабочих центров необ-

ходимо найти условно-оптимальное решение

в комбинации с лучшим из двух предыдущих ра-

бочих центров. Результат представлен на рис. 7.

Лучшее условно-оптимальное решение (9, 48)

имеет рабочий центр 1. На этом завершается ре-

шение задачи условной оптимизации.

Диаграмма решения задачи безусловной оп-

тимизации приведена на рис. 8. Она сводится

к выбору лучших решений, полученных на эта-

Рис. 9. Оптимальный план

Рис. 5. Первый шаг решения задачи условной
оптимизации

Рис. 6. Второй шаг решения задачи условной
оптимизации

Рис. 7. Третий шаг решения задачи условной
оптимизации

Рис. 8. Решение задачи безусловной оптимизации



пе условной оптимизации. Как видно на

рисунке значение оптимальной длительности

обработки детали равно 13,34 ч.

Оптимальный план обработки детали 3, ко-

торая имеет обозначение ВИТЯ.757265.001, на-

именование «Сердечник» и изготовляется в ко-

личестве 3 штук по технологическому процессу

ААА_ТП, представлен на рис. 9. Длительность

включает общее время производственного цик-

ла обработки детали с учетом ожиданий, а тру-

доемкость — чистое время наладки операции

и обработки партии деталей.

Выводы

Разработан метод генерации оптимального

планирования машиностроительного произ-

водства на основе динамического программи-

рования. При формировании оптимального

плана учитывается как трудоемкость обработки

деталей, так и такие параметры как процент

простоя оборудования в ремонте и коэффици-

ент выполнения норм времени, которые зави-

сят от состояния средств производства.
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