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Метод перемещений в задачах
продольного изгиба
нелинейно�вязких стержней

К.И. Романов

Предложена формулировка закона сохранения мощности при чистом
прямом изгибе стержней на основе вычисления мощности рассеяния
материала с помощью функции прогиба. Решен пример и показано, что
методом перемещений может быть получена новая формула для
критического времени в задачах выпучивания реономных стержней.

Ключевые слова: система, интеграл, баланс, стержень, сила.

The definition of the law of conservation of power under pure symmetrical
bending of rods on the basis of calculating the material power dissipation by
means of deflection has been proposed. The example has been solved and it has
been shown that a new formula for critical time in the problems of rheonomic
rods buckling can be obtained by the displacement method.

Keywords: system, integral, balance, core, strength.

В ряде работ, например [1, 2], предложен энергетический метод
определения критического времени при ползучести стержней.

В частности в статье [3], задачи выпучивания решались численно.
Применялся энергетический метод в форме метода сил, когда мощ#
ность внутренних сил определяется с использованием изгибающего
момента на основе метода сечений.
В данной статье показано, что энергетический метод может быть

сформулирован в форме метода перемещений, связанного с вычисле#
нием мощности рассеяния материала с помощью скорости изменения
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кривизны изогнутой оси. При таком подходе
снимается вопрос об отыскании лишних неиз#
вестных в статически неопределимых системах
и, кроме того, интеграл мощности внутренних
сил оказывается инвариантом при определен#
ных граничных условиях и любом внешнем
воздействии.

Примем уравнение состояния материала
стержней в виде

ξ σ�k n ,

где ξ — скорость деформации; σ — напряже#
ние; k и n — постоянные материала при опре#
деленной температуре.

Уравнение баланса мощностей

P M dz
l
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где P — продольная сжимающая сила; �λ —
скорость перемещения точки приложения
силы; l — длина стержня; z — осевая коорди#
ната; M — изгибающий момент; χ— кривизна
изогнутой оси.

При чистом изгибе [4]
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Здесь Jnx — обобщенный момент инерции по#
перечного сечения.

Поэтому равенство (1) может быть представ#
лено в форме метода перемещений ( )Jnx �const :
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являющемся источником получения новой
формулы для критического времени в про#
цессе выпучивания стержня. Например,
в случае шарнирно закрепленного, нагружен#
ного по концам стержня, функция прогибов
может быть задана в виде y A t z l�� ( )sin( / )π ,
где A t( ) — функция времени. Тогда
�

� / ( )λ π� 2 2AA l , � � /χ�� �2 2y z � �( / ) sin( / )A l z lπ π2

и уравнение закона сохранения мощности пре#
образуется к виду
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Интерпретация решения в виде зависимости
�A от A может быть дана на основе зависимости
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Аналогичное соотношение по методу сил [1]
для данного примера приводит к соотношению
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Поскольку отыскиваемое решение является
приближенным, естественно существуют раз#
личия в решениях (3) и (4). Формула критиче#
ского времени по методу сил [1] имеет вид
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где A0 — начальное значение прогиба.
Для метода перемещений
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Предложенная схема кинематического ме#
тода может быть уточнена путем использова#
ния точного выражения кривизны изогнутой
оси [5]. Поскольку предлагаемый метод — при#
ближенный, то рассматривались другие мето#
ды, например метод коллокаций [2]. Числен#
ное интегрирование показывает [3] существо#
вание критического времени в задаче с n�1.
Кроме того отметим, что вычисление интегра#
ла в последней формуле может быть выполнено
с помощью интеграла Эйлера первого рода.
Понятия критического времени и различ#

ные идеализации применялись в работе [1], где
были определены аналитические комбинации
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параметров, в частности, безразмерное время.
Относительно показателя ползучести известно
[6] точное решение в виде экспоненты для n�1.
Значения n�1представляют теоретический ин#
терес. Однако, экспериментальные данные
о таких значениях, по#видимому, ограничены.
Поэтому приведенные значения t* соответству#
ют случаям n�1, и, к тому же, нечетным.
Отметим, что критерий t t� * при A � A0, ес#

тественно, является одним из возможных. Не
исключено существование других подходов.
Обоснованием указанного критерия являются
численные эксперименты.
Метод перемещений приводит к аналогии

инерционной нагрузки и реакции упругого ос#
нования. В прежней постановке метода
перемещений рассмотрим балку в двух вариан#
тах: 1) нагружение осуществляется с помощью
вращения [7], когда q F y�ρ ω2 (где ρ— плот#

ность материала, F — площадь поперечного се#
чения,ω— скорость вращения); 2) балка на уп#
ругом основании сжата силойP, как в предыду#
щем примере, в сочетании с q cy�� (где c —
коэффициент постели).
Баланс мощности в первом варианте имеет

вид
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для второго варианта
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В последнем соотношении знак «–» соответ#
ствует схеме правки. С учетом этого единствен#
ного отличия обнаруживается аналогия двух
нагрузок, вследствие отсутствия в правой части
баланса мощности. Поэтому указанная анало#
гия может быть распространена на статически
неопределимые системы, например на заде#
ланную по концам балку.
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