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Моделирование динамики вихревых

структур высокопроизводительным

методом вихревых элементов*

И.К. Марчевский, Г.А. Щеглов

Вихревые бессеточные лагранжевы методы вычислительной гидроди-

намики эффективны при решении сопряженных задач аэрогидроупруго-

сти в случае обтекания тел потоком несжимаемой среды. Актуальной

проблемой является квадратичный рост времени счета при увеличении

числа вихревых элементов в расчетной схеме. В данном исследовании раз-

работан алгоритм ускорения расчета поля скоростей, основанный на со-

вместном использовании метода мультипольных разложений и парал-

лельных вычислительных алгоритмов. Алгоритм протестирован на зада-

че моделирования эволюции вихревых колец. Исследование показало, что

одновременное применение обоих подходов дает возможность достичь

суммарного увеличения производительности в сотни раз при проведении

расчета на 16-ядерном вычислительном кластере. Результатом работы

является алгоритм, использование которого позволит решать актуаль-

ные инженерные задачи за приемлемое время.

Ключевые слова: метод вихревых элементов, несжимаемая среда,
вихревое кольцо, параллельные вычисления, мультипольное разложение.

Modeling the dynamics of vortex

structures by the vortex element method

I.K. Marchevskiy, G.A. Shcheglov

The vortex meshless Lagrangian methods of computational fluid dynamics are

efficient when solving joint aerohydroelasticity problems in the case of an

incompressible flow around bodies in a medium. The actual problem is a quadratic

increase of the run time following the increase in the number of vortex elements in

the design scheme. In this study, an algorithm for the velocity field calculation is

developed on the basis of the multipole expansion method and parallel computing

algorithms. The algorithm was evaluated and tested by solving the problem of

evolution of vortex rings. The study showed that the combination of both approaches

makes it possible to increase the simulation speed by hundreds of times with a

16-core compute cluster. The developed algorithm will allow us to solve topical

engineering problems on a real time basis.

Keywords: vortex element method, incompressible medium, vortex ring,
parallel computing, multipole expansion.
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Численное моделирование пространствен-

ных течений среды и определение неста-

ционарных аэродинамических нагрузок, дейст-

вующих на плохообтекаемые тела, — достаточ-

но трудоемкая задача. В случае внешних

течений с малыми дозвуковыми скоростями,

когда сжимаемостью среды можно пренебречь,

наиболее эффективны с вычислительной точки

зрения бессеточные лагранжевы методы: метод

дискретных вихрей, метод вихревых частиц,

метод вихревых элементов [1, 2]. Первичной

расчетной величиной в этих методах является

завихренность, переносимая вихревыми эле-

ментами (ВЭ), а поля скоростей и давления

восстанавливаются в соответствии с законом

Био — Савара и аналогом интеграла Коши —

Лагранжа [3]. Определение скоростей, необхо-

димых для интегрирования уравнений движе-

ния ВЭ, основано на расчете парных взаимо-

действий всех ВЭ аналогично гравитационной

задаче N тел. Очевидно, что с повышением

точности моделирования при увеличении чис-

ла ВЭ вычислительная сложность возрастает

пропорционально квадрату числа элементов.

Повышение производительности вычисле-

ний методом вихревых элементов рассмотрено

в большом числе работ, в которых можно выде-

лить два основных подхода: использование па-

раллельных алгоритмов и применение прибли-

женных быстрых алгоритмов решения задачи

N тел. Для различных классов задач и исполь-

зуемых моделей ВЭ, как правило, применяется

один из двух подходов.

В работе [4] рассмотрен параллельный алго-

ритм расчета пространственного обтекания тел

методом вихревых элементов на основе модели

симметричного вортона-отрезка. Анализ тру-

доемкостей всех операций алгоритма показал,

что распараллеливание только одной операции

вычисления парных влияний не позволяет по-

лучить существенного ускорения вычислений

при проведении расчетов на многопроцессор-

ных ЭВМ. Распараллеливание всех операций

позволяет довести долю параллельного кода до

98...99%, что в соответствии с законом Амдала

делает алгоритм решения задачи более масшта-

бируемым за счет сохранения относительных

трудоемкостей всех операций алгоритма.

При решении практических задач этот под-

ход позволил сократить время вычислений

в 9—10 раз при проведении расчетов на

16-ядерном кластере. При этом около полови-

ны времени счета приходится на вычисление

парных влияний ВЭ. Существенное сокраще-

ние времени выполнения данной операции,

как представляется, может быть получено вне-

дрением в параллельный алгоритм быстрого

метода решения задачи N тел, вычислительная

сложность которого пропорциональна N Nlg .

Такой алгоритм применительно к расчету про-

странственной эволюции завихренности в ме-

тоде ВЭ при использовании модели симмет-

ричного вортона-отрезка реализован авторами

и рассмотрен в настоящей статье.

Описание модельной задачи. В качестве тес-

товой задачи вычислительной гидродинамики

рассматривается эволюция вихревых структур

в безграничном объеме идеальной жидкости,

описываемая уравнением неразрывности

и уравнением сохранения импульса:

( )Ñ× =
¶
¶

+ ×Ñ =-
Ñ

¥

V
V

V V0; ,
t

p

ρ

где V — поле скоростей, V = V r( , )t ; p — поле

давления, p p t= ( , )r ; ρ¥ — плотность среды; r —

радиус-вектор в неподвижной декартовой сис-

теме координат; Ñ — оператор Гамильтона,

Ñ= ¶ ¶ + ¶ ¶ + ¶ ¶i j k/ / /x y z. В качестве гранич-

ных условий используется условие затухания

возмущений на бесконечности

lim ; lim .
r r

p p
®¥ ®¥

¥= =V 0

В качестве начального условия задается поле

скоростей V r V( , )t 0 0= , индуцируемое началь-

ным распределением завихренности V( , )r t 0 =
= Ñ´V0 .

Использование для решения поставленной

задачи лагранжева метода вихревых элементов

позволяет обеспечить тождественное выполне-

ние уравнения неразрывности, а уравнение

Эйлера записать в форме Лагранжа:
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+ ×Ñ( )V — субстанциональная

(материальная) производная.

Вихревые структуры, образующие поле за-

вихренности V( , )r t , в формуле (1) могут быть

приближенно представлены в виде суперпо-

зиции NV элементарных полей завихренно-

сти ВЭ:

( )V Vr, .t i

i

NV

»
=

å 0

1

В этом случае дифференциальные уравнения

в частных производных (1) могут быть сведены

к системе обыкновенных дифференциальных

уравнений относительно параметров ВЭ [1].

При моделировании пространственного тече-

ния выбор ВЭ представляет собой нетривиаль-

ную задачу, поскольку возникает необходи-

мость моделирования эволюции вихревых ли-

ний (их растяжения, перезамыкания и пр.).

В данной работе в качестве модели ВЭ исполь-

зуется модель симметричного вортона-отрезка

[5], который можно рассматривать как цепоч-

ку, составленную из точечных вортонов [6].

Симметричный вортон-отрезок, как показа-

но на рис. 1, представляет собой отрезок вихре-

вой линии циркуляции Γ длиной 2h с заданным

центром r0 и вектором h, определяющим его

«полуразмах». Вектор вортона может быть

представлен в виде h e=h , где e h h= /| | — на-

правляющий вектор вортона.

Система уравнений, описывающая эволю-
цию параметров ВЭ, имеет вид

[ ]
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Поле скоростей V в (2) определяется сум-
марным влиянием всех ВЭ:
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вычисляемым по закону Био — Савара с учетом
цилиндрически симметричной функции сгла-
живания:
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где ε — радиус сглаживания поля скоростей
вортона-отрезка.

Тензор деформации вектора ВЭ в формуле
(2) вычисляется по симметричной схеме [7]:
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H
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Здесь тензор ( )[ ]B r V0 i = Ñ определяется фор-

мулой
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Рис. 1. Симметричный вортон-отрезок:

s r r0 0= - — вектор, соединяющий центр вортона и точку
наблюдения, т. е. точку, в которой вычисляется

индуцированная им скорость; s s h r r h
1 0 0= - = - +( ) —

вектор, соединяющий конец вортона с точкой
наблюдения; s s h r r h2 0 0= + = - -( ) — вектор, соединяющий

начало вортона и точку наблюдения
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Частные производные компонент вектора
скорости V r0 j i( ) по компонентам радиус-векто-
ра ri найдены по аналитическим формулам, по-
лученным дифференцированием выражений
для av и cv [8].

При численном определении градиента ско-
рости в правой части (2) необходимо выполнять
сглаживание особенности на отрезке ВЭ. Сглажи-
вание производится аналогично (4) с использова-

нием функций cv

* , av

* , определенных в точке r* :
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Вычисление интегралов в формулах (3) и (5)
проводится по квадратурным формулам Гаусса.
Методические расчеты показывают, что ис-
пользование трех гауссовых точек обеспечивает
необходимую точность вычисления интеграла.

Представление вихревых структур (вихревых

колец, рамок и нитей) с помощью симметрич-

ных вортонов-отрезков оказывается более эф-

фективным по сравнению с использованием

других типов ВЭ (точечные вортоны, вихревые

сгустки и др.), поскольку применение модели

вортона-отрезка позволяет точнее описывать

процесс удлинения и изгибания вихревых ни-

тей с использованием меньшего числа ВЭ.

В работе [9] на примере задачи о моделиро-
вании явления чехарды вихревых колец показа-
но, что с помощью симметричных вортонов-от-
резков удается сохранять строгую периодич-
ность решения на протяжении большего
времени расчета по сравнению с другими типа-
ми ВЭ. Это свидетельствует о высокой точности
расчета растяжения вихревых нитей с помощью
симметричных вортонов-отрезков.

В данной работе задача о чехарде вихревых

колец используется для тестирования предла-

гаемого метода ускорения вычислений. В каче-

стве начального поля завихренности V( , )r t 0

при t 0 0= в идеальной жидкости с единичной

плотностью рассматриваются два тороидаль-

ных вихревых кольца одинакового радиуса

R R1 2 1= = , имеющих круглое поперечное сече-

ние радиусом rR =01, , и отстоящие друг от друга

на расстоянии z =1 2, как показано на рис. 2.

Распределение завихренности в сечении

вихревого кольца задавалось соотношением

( )| | /Ω0 = -A r r rR R , где A — константа, выби-

раемая из условия единичной циркуляции век-

тора скорости по контуру, охватывающему се-

чение тора. Аппроксимация завихренности

в торе при помощи NV вихревых элементов вы-

полнялась путем разбиения тора на ячейки

примерно равного объема (см. рис. 2) и замены

завихренности в ячейке эквивалентным по

циркуляции ВЭ.

Интегрирование системы обыкновенных

дифференциальных уравнений (2) проводи-

лось методом 2-го порядка точности с шагом
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Рис. 2. Расчетная схема для моделирования чехарды
вихревых колец



по времени ∆t =0 005, . Радиус сглаживания вор-
тона принимался равным ε=010, .

Актуальность применения быстрого метода.
При использовании прямого метода расчета
парных взаимодействий, даже используя па-
раллельные вычислительные алгоритмы, число
ВЭ в расчетных схемах на практике не превы-
шает 10...20 тыс. Однако для повышения точ-
ности моделирования количество ВЭ необхо-
димо увеличивать, при этом желательно это де-
лать не путем повышения эффективности
распараллеливания и задействования в расче-
тах все большего числа вычислительных ядер,
а за счет применения приближенных быстрых
алгоритмов. При этом ресурс распараллелива-
ния вычислений также может быть использо-
ван для еще большего ускорения вычислений.
Представляется, что для эффективного реше-
ния актуальных в настоящее время инженер-
ных задач необходимо обеспечить возможность
проведения расчетов для NV ~10 000 ВЭ, ис-
пользуя возможности персональных ЭВМ
с многоядерными процессорами.

Эффективный быстрый метод приближен-
ного решения гравитационной задачи N тел
предложен и описан в работе [10], его модифи-
кация применительно к двумерным задачам
моделирования обтекания профилей методом
вихревых элементов рассмотрена в статье [11].
Вычислительная сложность данного метода
пропорциональна N NV Vlg против NV

2 для пря-

мого метода. Использование быстрого метода
позволило довести число ВЭ (в двумерных за-
дачах — бесконечных вихревых нитей, перпен-
дикулярных плоскости течения) до нескольких
миллионов. При этом расчет одного парного
взаимодействия плоских ВЭ требует выполне-
ния всего шести операций умножения/деле-
ния, тогда как расчет взаимодействия двух вор-
тонов-отрезков предполагает выполнение
170...850 операций в зависимости от выбирае-
мой схемы интегрирования системы (2). Таким
образом, для схемы интегрирования с тремя га-
уссовыми точками одно вычисление парного
влияния вортонов-отрезков является почти на
2 порядка более затратной операцией по срав-
нению с плоским случаем, поэтому актуаль-
ность разработки эффективного алгоритма бы-

строго метода для решения подобных задач
становится очевидной.

Существуют и асимптотически более эф-
фективные методы, вычислительная трудоем-
кость которых порядка NV , однако они стано-
вятся эффективными лишь при экстремально
больших NV (порядка миллионов), тогда как
актуальной является задача ускорения вычис-
лений при NV порядка нескольких тысяч либо
десятков тысяч.

Описание быстрого метода решения задачи.
На первом этапе алгоритма быстрого метода
вычисления скоростей ВЭ осуществляется по-
строение дерева — иерархической структуры
областей, имеющих форму прямоугольного па-
раллелепипеда (рис. 3).

Параллелепипед 0-го уровня содержит все

ВЭ. Он делится по ребру наибольшей длины на

два одинаковых параллелепипеда 1-го уровня.

Путем перебора ВЭ определяется их принад-

лежность к одному из них. После этого каждый

параллелепипед «обрезается» по всем измере-

ниям, чтобы исключить из него области, не со-

держащие ни одного ВЭ. Заметим, что такая

простая процедура позволяет, с одной стороны,

существенно повысить эффективность метода,

а с другой, — упростить алгоритм.

Далее аналогичным образом эти параллеле-

пипеды делятся пополам, образуя области 2-го

уровня. Деление прекращается при выполне-

нии заданного критерия по размеру параллеле-

пипеда, числу ВЭ в нем и (или) номеру уровня.

Отметим, что «обрезание» всех параллелепипе-

дов обеспечивает непустоту областей следую-

щего уровня.
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Рис. 3. Дерево, имеющее максимальную глубину
четыре уровня, и направление его обхода



На втором этапе для каждой области опре-

деляются положение и вектор эквивалентного

вортона, а также его интенсивность. Положе-

ние и вектор эквивалентного вортона вычисля-

ются в два шага: сначала находится «средний»

радиус-вектор и «средний» вектор вортонов

ячейки
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| |

| |
| |
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где суммирование производится по всем ворто-
нам, находящимся в соответствующей ячейке.

Начало и конец эквивалентного вортона на-
ходятся в точках пересечения прямой, прохо-
дящей через точку j e в направлении вектора
he , с гранями параллелепипеда. Центр этого
отрезка определяет положение re эквивалент-
ного вортона; вектор эквивалентного вортона
h e оказывается коллинеарным вектору he , а его
длина равна половине длины эквивалентного
вортона (рис. 4).

Интенсивность эквивалентного вортона вы-

числяется по формуле

Γ Γe

e

e

i= å| |

| |
.

h

h

Отметим, что для вершин дерева (тех ячеек,

которые не имеют потомков следующего уров-

ня), указанные величины вычисляются непо-

средственно. В дополнение к ним запоминают-

ся также сумма модулей интенсивностей ВЭ

и так называемые моменты:
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Для ячеек более высокого уровня моменты,
суммарные интенсивности и суммарные моду-
ли интенсивностей ВЭ рассчитываются про-
стым суммированием соответствующих харак-
теристик дочерних областей. При этом «сред-
нее» положение и «средний» вектор вортона
определяются по формулам

j he

e

r

e

e

e

h

e

= =
M M
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; .

Важно отметить, что процедура построения
дерева и вычисления характеристик всех ячеек
является исключительно малозатратной, при
этом расчеты показывают, что время построе-
ния дерева и вычисления его характеристик
растет практически линейно с увеличением ко-
личества ВЭ. Отношение времени построения
дерева ко времени вычисления парных влия-
ний прямым методом для различного количе-
ства ВЭ в расчетной схеме приведено ниже.

Временные затраты на построение дерева по отношению
к времени счета прямым методом, %

N V ........... 2 000 4 000 8 000 12 000 16 000 20 000

t

t

tree

slow

×100% ...... 0,130 0,049 0,025 0,023 0,020 0,015

Таким образом, труднораспараллеливаемая
операция построения дерева не является узким
местом алгоритма быстрого метода. Следует
также отметить, что в программной реализации
процедуры построения дерева активно исполь-
зуется работа с динамической памятью, по-
этому при работе с вычислительными машина-
ми с распределенной памятью рассылка дерева
на все вычислительные узлы является нетриви-
альной задачей. Наиболее рациональным спо-
собом решения возникающей проблемы пред-
ставляется рассылка на все вычислительные
узлы параметров всех вортонов и независимое
построение деревьев на всех узлах. В силу пол-
ной детерминированности алгоритма и иден-
тичности исходных данных все деревья полу-
чатся одинаковыми.

Параллелепипеды 1—8-го уровней структу-
ры дерева для задачи о моделировании эволю-
ции вихревых колец приведены на рис. 5.

На третьем этапе вычисляются скорости
ВЭ в областях нижнего уровня (т. е. не имею-
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Рис. 4. Алгоритм построения эквивалентного
вортона:

а — ячейка дерева с ВЭ; б — среднее положение
и средний вектор ВЭ; в — эквивалентный ВЭ



щих дочерних областей): влияние ВЭ, находя-
щихся в той же области, а также близкораспо-
ложенных ВЭ из других областей, рассчитыва-
ется непосредственно по закону Био — Савара,
а затем осуществляется обход дерева, и влия-
ние ВЭ, расположенных в достаточно удален-
ных областях, учитывается приближенно как
влияние эквивалентных вортонов.

Схема вычисления влияния на один из вор-
тонов от всех остальных вортонов, образую-
щих вихревые кольца, представлена на рис. 6.
Непосредственное вычисление вихревого
влияния возможно лишь от сравнительно не-
большого числа вортонов, находящихся рядом
с контрольным; от элементов дерева, изобра-
женных на рис. 6 параллелепипедами, влияние
вычисляется как от эквивалентных вортонов.

Критерием близости ячеек является отно-
шение суммы длин их диагоналей к расстоя-

нию между положениями эквивалентных вор-
тонов. На рисунке 6 критерием близости явля-
лось превышение указанного отношения
значения θ=010, (а) и θ=0 50, (б).

Очевидно, что при увеличении значения θ

скорость счета повышается, однако точность
получаемых результатов снижается. Значение
θ=0 формально означает, что критерий даль-
ности никогда не выполняется, следователь-
но алгоритм быстрого метода не работает
и расчет производится прямым методом. За-
висимости времени счета от θ для 2 000, 4 000,
8 000 и 20 000 ВЭ в расчетной схеме (все резуль-
таты отнесены к времени счета прямым мето-
дом в соответствующей задаче) представлены
на рис. 7. Видно, что чем выше вычислитель-
ная сложность задачи, тем эффективнее оказы-
вается использование быстрого метода.

Следует отметить, что при фиксированном
значении θ (т. е. при одном и том же предель-
ном уровне погрешности) скорость расчета су-
щественно зависит от максимального числа
уровней дерева, которое задается в алгоритме
его построения. При этом ошибка на 2—3 уров-
ня от оптимального значения приводит к очень
существенному росту затрат времени.

Расчеты показывают, что для обеспечения
необходимой для практических целей точности
значение критерия θ дальности двух ячеек дере-
ва необходимо выбирать не более 0 2 0 3, ,K . Да-
лее во всех расчетах полагалось θ=0 2, .
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Рис. 5. Параллелепипеды 1—8-го уровней

Рис. 6. Схема вычисления вихревого влияния
на один из вортонов (�) для θ= 010, (а) и θ= 0 50, (б)

Рис. 7. Время счета с использованием быстрого
метода в зависимости от значения θ:

1 — 2 000 ВЭ; 2 — 4 000 ВЭ; 3 — 8 000 ВЭ;
4 — 20 000 ВЭ



Использование параллельных вычислитель-
ных технологий. Применение быстрого метода
расчета парных взаимодействий ВЭ позволяет
существенным образом сократить время счета.
Отношение времени выполнения одного шага
расчета в задаче о моделировании эволюции
вихревых колец при использовании быстрого
и прямого методов при достаточно большом
числе ВЭ в расчетной схеме приведено ниже:

N V ........ 10 000 20 000 30 000 40 000 50 000

t

t

fast

slow

........ 0,090 0,053 0,033 0,029 0,022

Из представленных данных следует, что ско-
рость решения задач с расчетными схемами,
содержащими десятки тысяч ВЭ, представляю-
щими интерес на практике, возрастает в десят-
ки раз, однако время выполнения одного шага
расчета, например, при NV =50 000 на персо-
нальной ЭВМ составляет более 20 с, что все
равно неприемлемо, поскольку для решения
представляющих практический интерес задач
требуется выполнять не менее нескольких со-
тен, а чаще даже тысяч шагов.

Единственным путем дальнейшего ускоре-
ния вычислений является использование па-
раллельных вычислительных технологий.
Предпочтительным представляется использо-
вание технологии MPI, поскольку она является
универсальной и позволяет производить расче-
ты как на системах с общей памятью (в частно-
сти, на персональных ЭВМ с многоядерными
процессорами), так и на кластерных системах
с распределенной памятью. Отметим, что при
распараллеливании с использованием OpenMP
для систем с общей памятью с 2–8 вычисли-
тельными ядрами выигрыш во времени счета
по сравнению с применением MPI составлял
не более 2...5%.

При использовании прямого метода расчета

[4] идея распараллеливания операции вычис-

ления вихревого влияния сводилась к разделе-

нию всего множества ВЭ на равные блоки по

числу задействованных вычислительных узлов

и последующему независимому вычислению

скоростей всех ВЭ. При этом, очевидно, перед

каждым шагом требуется рассылка на все вы-

числительные узлы полной информации о всех

ВЭ. При достаточно большом числе ВЭ ускоре-

ние вычислений оказывается близким к линей-

ному, например, для расчета на 16 вычислитель-

ных узлах при Nv =50 000 ускорение составляет

15 97, , однако общее время выполнения шага при

таком расчете превышает 60 с. Значения ускоре-

ния расчета при использовании прямого мето-

да вычисления вихревого влияния для различ-

ного числа ВЭ в расчетной схеме приведены в

табл. 1.

Таблица 1

Ускорение при использовании MPI для решения задачи
прямым методом

N V

Число вычислительных узлов

1 2 4 8 12 16

5 000 1,00 2,00 3,90 7,81 11,53 14,92

10 000 1,00 2,00 3,97 7,90 11,85 15,45

50 000 1,00 2,00 3,98 7,93 11,88 15,97

Распараллеливание вычислений при ис-

пользовании быстрого метода расчета вихрево-

го влияния основано на сходной идее, однако

по вычислительным узлам распределяются не

отдельные ВЭ, а вершины дерева, т. е. ячейки,

которые не имеют потомков. При этом после

рассылки на все вычислительные узлы в начале

каждого шага полной информации о всех ВЭ

на них выполняются процедуры построения

дерева. В случае неудачно выбранного крите-

рия окончания деления ячеек-параллелепипе-

дов в алгоритме построения дерева, а также

при сильной несимметрии распределения за-

вихренности в пространстве, предлагаемый

метод разделения задачи на «подобласти» мо-

жет приводить к существенному снижению

равномерности загрузки вычислительных уз-

лов, однако в практически интересных случаях

получаемое ускорение оказывается довольно

высоким. Значения ускорения расчета при ис-

пользовании быстрого метода вычисления вих-

ревого влияния (θ=0 2, ) для того же числа ВЭ

в расчетной схеме, что и в табл. 1, а также для

N =100 000, представлены в табл. 2.
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Таблица 2

Ускорение при использовании MPI для решения задачи
быстрым методом

N V

Число вычислительных узлов

1 2 4 8 12 16

5 000 1,00 1,95 3,62 6,33 8,94 10,13

10 000 1,00 1,96 3,66 6,54 8,93 11,44

50 000 1,00 1,96 3,69 6,67 9,29 11,95

100 000 1,00 1,97 3,76 6,96 9,64 12,36

В случае NV =50 000 при использовании 16

вычислительных узлов время выполнения од-

ного шага расчета составляет менее 2 с, а при

NV =100 000 — менее 4 с, что позволяет ис-

пользовать подобные алгоритмы на практике.

Дальнейшее увеличение числа задействован-

ных вычислительных узлов дает возможность

при необходимости еще больше сократить вре-

мя счета, поскольку, как следует из данных,

приведенных в табл. 2, алгоритм далек от насы-

щения.

Время счета прямым методом без распарал-
леливания и быстрым методом на 16-ядерном
кластере при сохранении приемлемой точно-
сти вычислений (θ=0 2, ) представлено на рис. 8.
Время счета отнесено ко времени счета в задаче
при NV =10 000, при этом на рис. 8, а, наложен
график функции t NV= -10 8 2 , а на рис. 8, б — гра-

фик функции t NV= × -1 2 10 4, .

Линейный по числу ВЭ рост временных за-
трат при использовании быстрого метода объ-
ясняется разнонаправленным влиянием двух
факторов: сам по себе алгоритм быстрого мето-
да обеспечивает вычислительную сложность,
пропорциональную N NV Vlg , а эффективность
распараллеливания с ростом NV несколько по-
вышается.

Суммарное ускорение за счет использования
быстрого метода и параллельного алгоритма
представлено на рис. 9. В качестве базового вы-
биралось время решения задачи прямым мето-
дом без распараллеливания. Видно, что ускоре-
ние растет с увеличением NV практически ли-
нейно, на рисунок наложен график функции
u NV=0 011, .

Выводы

1. Использование модели симметричного

вортона-отрезка позволяет достаточно точно

моделировать эволюцию вихревых структур,

при этом для решения актуальных задач требу-

ется вводить в расчетные схемы тысячи и де-

сятки тысяч ВЭ.
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Рис. 9. Достигнутое ускорение за счет использования
быстрого метода и параллельного алгоритма
при различных значениях N

V
по сравнению

с расчетом прямым методом без распараллеливания

Рис. 8. Время счета при различных значениях N
V

с использованием прямого метода (а) и быстрого
метода (б)



2. Показано, что известные подходы, свя-

занные с использованием параллельных вы-

числительных алгоритмов, а также приближен-

ных быстрых методов, аналогичных методам

решения гравитационной задачи N тел, по от-

дельности не позволяют получить ускорение

расчетов, которое сделало бы возможным ре-

шение таких задач на практике. В то же время

одновременное применение обоих подходов

дает возможность достичь суммарного увели-

чения производительности в 100–1 000 раз при

проведении расчета на 16-ядерном вычисли-

тельном кластере [12]. При этом время выпол-

нения одного шага расчета составляет порядка

нескольких секунд, что позволяет решать боль-

шое число актуальных инженерных задач за

приемлемое время.

3. Использование технологии MPI
позволяет разработать переносимый и универ-
сальный программный модуль: расчеты могут
проводиться как на многоядерных системах
с общей памятью (при этом снижение эффек-
тивности по сравнению с применением техно-
логии OpenMP не превышает нескольких про-
центов), так и на кластерных системах.
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Известия высших учебных заведений
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матизированных станков и комплексов». В 2-х томах. Под редакцией П.М. Чернянского.

В учебнике изложены основы проектирования кинематической схемы, несущей систе-

мы, привода, надежности и устойчивости динамической системы, а также художественного

проектирования станков. Рассмотрены принципы работы и устройства электрофизических

и электрохимических станков, специальных станков с циклоидальной схемой обработки.

Особое внимание уделено физически обоснованным методам расчета точности и устойчи-

вости динамической системы станков, оптимальных размеров и жесткости шпиндельных

узлов и др. Приведена теория и расчет точности станков с использованием упругофрикци-

онной модели точности.

В Издательстве МГТУ им. Н.Э. Баумана вышло в свет учебное пособие «Ядерные ра-

кетные двигатели и энергетические установки. Введение в теорию, расчет и проектирова-

ние» автора А.А. Дорофеев.

В пособии изложены элементарные основы качественной теории нейтронно-физиче-

ских и теплофизических рабочих процессов в ракетных двигателях и космических энергети-

ческих установках с ядерными источниками энергии. Приведены методики предпроектной

оценки параметров тепловыделяющих сборок и радиационной защиты ядерных реакторов

ракетных двигателей с твердой активной зоной с системой управления, а также сведения о

конструировании и проектировании их газожидкостных систем в системной методологии

тетрады «функция – конструкция – материал – технология»при приоритете радиацион-

ной ядерной безопасности.
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