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Функции Коши—Крылова в расчетах

на прочность пластин и оболочек

Ю.И. Виноградов

Решение краевых задач теории пластин и оболочек актуально при
уменьшении веса тонкостенных конструкций, например, аэрокосмиче-
ских систем. При этом проблемой является построение эффективных
вычислительных алгоритмов с устойчивым счетом для решения задач
прочности тонкостенных элементов конструкций. Примером решения
данной задачи являются работы А.Н. Крылова, который, используя для ре-
шения обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами метод Коши, получил фундаментальную систему функций —
решение дифференциального уравнения 4-го порядка для расчета балки, ле-
жащей на упругом основании, которая удовлетворяет произвольным на-
чальным условиям. В предлагаемой работе аналогичная система функций
названа функциями Коши–Крылова и определена средствами матричной
алгебры для известной произвольной фундаментальной системы функций.
Построен адаптивный к ЭВМ простейший способ определения функций
Коши–Крылова для дифференциальных уравнений с постоянными и пере-
менными коэффициентами механики деформирования пластин и оболочек.
Для преодоления проблемы устойчивости счета при решении краевых задач
механики деформирования пластин и оболочек предложено использовать
мультипликативный метод переноса краевых условий в произвольно задан-
ную точку и формирования системы алгебраических уравнений, в резуль-
тате решения которой определяются величины, характеризующие проч-
ность пластины или оболочки. Получен аналитический метод решения
краевых задач прочности пластин и оболочек, который отличается при-
оритетной новизной простого решения задач механики деформирования
пластин, оболочек и определенного класса тонкостенных конструкций.

Ключевые слова: прочность, пластина, оболочка, дифференциаль-
ные уравнения, функции Коши–Крылова, краевая задача.

The use of Cauchy-Krylov functions

for the calculation of stresses

and strains in plates and shells

Y.I. Vinogradov

Solving the boundary value problems in the theory of plates and shells is
topical for low-weight thin-walled structures used in aerospace systems. In this
case, the problem is to develop computationally efficient and robust algorithms
for solving strength problems for thin-walled structural elements. An example of
a solution to this problem is the fundamental system of functions suggested by A.
Krylov to solve differential equations of the 4-th order describing a beam on an
elastic foundation under arbitrary initial conditions. The approach is based on
the Cauchy method applied to a system of ordinary differential equations with
constant coefficients. In this paper, a similar set of functions called the
Cauchy-Krylov functions is determined by the matrix algebra for a given
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arbitrary fundamental system of functions. A simple
computer-adaptive technique is constructed to
determine the Cauchy-Krylov functions for differenti-
al equations with constant and variable coefficients in
the mechanics of deformation of plates and shells. To
overcome the problem of robustness of algorithms in
the mechanics of plates and shells, a multiplicative
method is used to transfer boundary conditions to
an arbitrarily given point and to form a system of
algebraic equations. Solving this system yields
strength parameters of a plate or shell. A new
analytical method is suggested for solving boundary
value problems of mechanics of plates, shells and a
certain class of thin-walled structures.

Keywords: strength, plate, shell, differential
equations, Cauchy-Krylov functions, boundary
value problem.

Функциями Коши—Крылова будем назы-
вать такие функции, которые являются

решением однородных линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и удовле-
творяют следующим условиям:
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Здесь верхние индексы обозначают производ-
ные, а нижние — номера функций системы,
которая является решением дифференциаль-
ного уравнения n-го порядка.

Очевидно, что при нулевом значении аргу-
мента функции Коши—Крылова образуют еди-
ничную матрицу.

В сокращенной форме система дифферен-
циальных уравнений имеет вид

dy

dx
a x y

i

ij j

j

n

=
=

å ( )
1

i n=1 2, ,..., ,

а в матричной форме

¢=y Ay, (*) (*)' =
d

dx
; (2)

y y y y y
n n= - -| | , ,..., , | |' ( ) ( )2 1 т , A =| | | |a ij

n

1 ,

i j n, , , ... ,=1 2 .

Допустим, что какое-либо решение уравне-
ния (2) в виде системы функций y i , i n=1 2, ,... , ,
известно или найдено нами. В таких условиях
А.Н. Крылов впервые получил систему функ-
ций для дифференциального уравнения 4-го
порядка, описывающего изгиб балки, лежащей
на упругом основании [1]. Полученная система
функций удовлетворяла условиям (1), так как
эти условия Крылов использовал в качестве на-
чальных, когда применил метод Коши интег-
рирования системы однородных линейных
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с постоянными коэффициентами. Замеча-

тельная своей общностью мето ´да не является
простой в приложениях и, вероятно по этой
причине, не получила распространения. Для
дифференциальных уравнений механики де-
формирования пластин и оболочек фундамен-
тальные системы функций со свойствами (1) не
были получены.

Если имеется произвольная фундаменталь-
ная система функций для дифференциального
уравнения (2), то его решение с произвольны-
ми постоянными интегрирования всегда мож-
но представить в матричной форме

y =Φc, (3)

где c =| | , ,... , | |c c cn1 2
т — столбец произволь-

ных постоянных интегрирования; Φ=| | | |f ij

n

1 —

матрица, элементами которой являются функ-
ции фундаментальной системы, удовлетво-
ряющие уравнению (2).

Сформулируем задачу иначе, чем А.Н. Кры-
лов. Известную произвольную фундаменталь-
ную систему функций (решение дифференци-
ального уравнения (2)) необходимо преобразо-
вать в систему функций, удовлетворяющих
условиям (1), которая записывается в матрич-
ной форме K k ij

n=| | | |1 , и решение уравнения (2)

соответственно записывается в виде:

y y= K 0 . (4)

Элементы матрицы K определяются следую-
щим образом. Решение (3) справедливо для
произвольных значений переменной. Следова-
тельно, решение справедливо и при x =0, тогда
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c y= -Φ0
1

0 . (5)

Исключая в решении (3) столбец с постоян-
ных интегрирования с помощью выражения
(5), решаем поставленную задачу:

y y= -ΦΦ0
1

0 . (6)

Сравнивая решения (4) и (6), убеждаемся,
что произвольная фундаментальная система
функций элементарно преобразуется в фунда-
ментальную систему функций:

K = -ΦΦ0
1 , (7)

которая удовлетворяет условиям (1).

Очень важно, что мы избегаем интегрирова-
ния дифференциального уравнения (2), как это
делал А.Н. Крылов [1], при определении фун-
даментальной системы функций, обладающих
свойствами (1).

Таким образом, произвольную систему
функций общего решения дифференциальных
уравнений достаточно просто свести к функци-
ям, которые будем называть функциями Ко-
ши–Крылова, поскольку функции, удовле-
творяющие условиям (1), впервые получены

А.Н. Крыловым [1] с использованием мето ´ды
Коши. Предложенное решение задачи проще.

Очевидный недостаток предложенной мето́ды
преобразования функций состоит в том, что для
этого требуется произвольное решение диффе-
ренциального уравнения. Недостаток компенси-
руется тем, что для большого числа технических
задач решения дифференциальных уравнений
с произвольными постоянными известны.

Достоинством метода является его простота для
реализации с помощью ЭВМ. Кроме этого предло-
женный метод впервые позволяет определять
функции Коши–Крылова для дифференциальных
уравнений с переменными коэффициентами.

Наиболее важным свойством предложенно-
го метода является возможность устанавливать
зависимость искомых величин столбца y со
значениями этих величин для произвольного
заданного значения независимой переменной,
т. е. y н при x x= н . Из формулы (3) следует
y cн н=Φ . Здесь индекс « »н указывает на то, что
значения искомых величин y н и элементы мат-
рицы Φн найдены при значении x x= н , т. е.
при произвольном, но не нулевом значении ар-
гумента.

Исключая столбец произвольных постоян-
ных c из (3), находим

y y= -ΦΦн н
1 , (8)

где

К = -ΦΦн
1 (9)

— матрица функций Коши–Крылова.

Иначе, полученный результат следует прямо
из формулы (6). Действительно, если решение
(6) удовлетворяет произвольным начальным
условиям, а это очевидно, то можно выполнить
замену y 0 на y н и получить выражение (8).

В качестве примера предложенным методом
определены хорошо известные гиперболотриго-
нометрические функции, полученные А.Н. Кры-
ловым для расчета балок, лежащих на упругом
основании. Соответствующее дифференциаль-
ное уравнение имеет вид [1]:

y yIV + =4 0, (*) (*)' =
d

dξ
. (10)

Интеграл этого уравнения известен:

y c c= + +1 2sin sinξ ξ ξ ξsh ch
+ +c c3 4cos cosξ ξ ξ ξsh ch . (11)

Представим уравнение (10) в матричной фор-
ме (2), а его решение (11) — в матричной форме
(3), где y = ¢ ¢¢ ¢¢¢| | , , , | |y y y y т , c =| | , , , | |c c c c1 2 3

т . При

этом элементы матрицы Φ=| | | |,f i j

n

1 имеют сле-

дующий вид:

f11 = sin ξ ξsh ; f12 = sin ξ ξch ;
f13 =cos ξ ξsh ; f14 =cos ξ ξch ;

f f21 11= ¢ ; f f22 12= ¢ ; f f23 13= ¢ ; f f24 14= ¢ ;

f f31 21= ¢ ; f f32 22= ¢ ;

f f33 23= ¢ ; f f34 24= ¢ ; f f41 31= ¢ ; f f42 32= ¢ ;
f f43 33= ¢ ; f f44 34= ¢ .

При значении ξ=0 определяются ненулевые
элементы матрицы Φ0 :

f f f14 22 23 1= = = ; f f f31 42 43 2= =- = .

Ненулевые элементы обратной матрицы Φ0
1-

определяются просто:

a a a13 22 32

1

2
= = = ; a a24 34

1

4
=- = ; a41 1= .

Перемножая матрицы Φ и Φ0
1- , находим эле-

менты матрицы K k ij

n=| | | |1 функций Ко-

ши–Крылова и ее первой строки:
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k11 =cos ξ ξch ; k12

1

2
= +( cos )sin ch shξ ξ ξ ξ ;

k13 = sin ξ ξsh ; k14

1

4
= -( cos )sin ch shξ ξ ξ ξ , (12)

т. е. гиперболотригонометрические функции
Крылова, которые удовлетворяют условиям (1).

В качестве примера определим семейство
функций Коши–Крылова для дифференциаль-
ного уравнения

¶

¶
+

¶

¶ ¶
+

¶

¶
=

4

4

4

2 2

4

4
2 0

w

x

w

x y

w

y
, (13)

моделирующего изгиб пластины. Если пласти-
на шарнирно оперта противоположными сто-
ронами, расстояние между которыми b, то ре-
шение можно искать в виде ряда:

w x y w x
n y

bn

n

( , ) ( ) .=
=

¥

å sin
π

1

Подставляя ряд в уравнение (13), получаем
обыкновенное дифференциальное уравнение
для номера n гармоники:

w K w K wn

IV

n n- + =2 02 4'' ; K
n

b

2
2 2

2
=

π
. (14)

Его характеристическое уравнение
n K n K4 2 2 42 0- + = имеет корни n k1 2, = ,

n k3 4, =- . Решение уравнения (14)

w c c c x c xn

kx kx kx kx= + + +- -
1 2 3 4e e e e .

Полученное решение записываем в матрич-
ной форме (3). Элементарными преобразова-
ниями K = -ΦΦ0

1 определяют матрицу функций

Коши–Крылова. Ее первая строка имеет вид
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Эти функции содержат в качестве параметра но-
мер гармоники n и образуют, семейство функций,
которые удовлетворяют дифференциальному
уравнению (14) и условиям (1). Таким образом по-
лучено семейство функций Коши—Крылова для
уравнения (14).

Таким образом, автором статьи разработан
способ определения матриц функций Ко-
ши–Крылова или вычисления матриц их зна-
чений, которые образуют фундаментальную
систему функций решения однородных линей-
ных обыкновенных дифференциальных урав-
нений и удовлетворяют условиям (1). Иначе,
получено решение матричного однородного
дифференциального уравнения, которое обла-
дает замечательным свойством удовлетворять
произвольным начальным условиям задач.

Одной из проблем решения задач механики
деформирования пластин, оболочек и тонко-
стенных конструкций является обеспечение ус-
тойчивости счета на ЭВМ. Эта проблема воз-
никает и на этапе численного решения линей-
ных обыкновенных дифференциальных
уравнений. Аналитическое решение обыкно-
венных дифференциальных уравнений обозна-
чим матрицей K A xx

x n

0
( ( )) функций Коши–Кры-

лова. Индексы «xn » и «x 0 » показывают, что зна-
чение решения получено для аргумента x xn=
при произвольных начальных условиях, когда
x x= 0 . Матрица A x( )указывает, что решение мо-
жет быть получено, если линейные обыкновен-
ные дифференциальные уравнения записаны
в виде системы уравнений 1-го порядка и пред-
ставлены они в матричной форме.

Решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений механики деформирования обо-
лочек классических форм (цилиндр, конус, сфе-
ра, тор), полученных методом Фурье разделения
переменных для большого класса прикладных
задач, известны до произвольных постоянных.
Непреодолимой проблемой решения краевых
задач остается решение системы алгебраических
уравнений для определения произвольных по-
стоянных для заданных краевых условий. Счет
на ЭВМ при этом неустойчивый. Проблема со-
храняется и после преобразования произволь-
ной системы функций в функции Коши–Кры-
лова — решения дифференциальных уравнений
механики деформирования пластин и оболочек.

Для достижения устойчивости счета при ре-
шении краевых задач механики деформирова-
ния пластин и оболочек предлагается исполь-
зовать мультипликативный метод [2] переноса
краевых условии в произвольную точку краево-
го интервала, где формируется система алгеб-
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раических уравнений. Перенос краевых усло-
вий осуществляется умножением на матрицы
значений функций Коши–Крылова на интер-
валах, на которые делится краевой. При пере-
носе краевых условий используется эффектив-
ный малыми затратами машинного времени
метод построчного ортонормирования. При
этом не изменяются искомые величины зада-
чи. Система алгебраических уравнений форми-
руется относительно искомых величин краевой
задачи, а не относительно произвольных по-
стоянных решения системы дифференциаль-
ных уравнений при классическом алгоритме
решения краевых задач. При решении системы
алгебраических уравнений определяются иско-
мые величины задачи, которые характеризуют
прочность пластины или оболочки.

Выводы

Предложен простейший способ преобразо-
вания в матричной форме, адаптированной
к ЭВМ, произвольной системы функций — ре-
шения обыкновенных дифференциальных
уравнений теории пластин и оболочек в систе-
му функций Коши—Крылова, обладающих за-
мечательным свойством удовлетворять произ-
вольным начальным условиям задачи.

Аналитические решения обыкновенных
дифференциальных уравнений механики дефор-
мирования пластин и оболочек, полученные мно-
гими авторами [3 — 11] при построении и разви-
тии теории пластин и оболочек, после преобразо-
вания в функции Коши — Крылова, становятся
основой эффективных алгоритмов аналитическо-
го решения задач прочности пластин и оболочек,
построенных ранее автором статьи.
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