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Эффективные оценки переходных

режимов случайных колебаний

в механических системах

А.С. Гусев, С.О. Найденов

Сложное поведение механических систем на неустановившихся режи-

мах, приводящее к повышенному расходу энергии, а иногда и к отказам,

требует более тщательного анализа их работы в таких условиях, осо-

бенно при случайных воздействиях. Причинами повышения энергоемкости

и возникновения отказов в подобных системах являются выходы пара-

метров систем за допустимые уровни в связи с особенностями функцио-

нирования на переходных режимах. Для решения возникающих проблем

рассмотрена возможность анализа переходных процессов в механических

системах, находящихся под воздействием случайных нагрузок. Приведены

методы, позволяющие получить ориентировочные оценки параметров функ-

ционирования таких систем, что дает возможность делать заключение

о их надежности. По представленным методикам получены конкретные па-

раметры переходных процессов, протекающих в механических системах,

что часто бывает невозможно при использовании прямых методов расчета.

Таким образом, в работе показана возможность оценки переходных режи-

мов даже в тех случаях, когда применение прямых методов для исследования

процессов в сложной механической системе весьма затруднительно.

Ключевые слова: переходный процесс, отказ, параметры системы,

случайные нагрузки, допустимый уровень, параметры функциониро-

вания, надежность.

Effective Estimations of Transient

Vibrations in Mechanical Systems

A.S. Gusev, S.O. Naydenov

The complex behavior of mechanical systems of unsteady regimes, leading to

increased energy consumption and sometimes to a failure, requires a more

careful analysis of their work under these conditions, especially when actions are

random. The reasons for increased energy consumption and failures in these
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systems are outputs of system parameters over the

permissible level due to the specific features of transien-

ts. To address emerging problems the possibility of

transient analysis in mechanical systems under the

influence of random loads is considered. Given methods

allow obtaining an approximate estimation of systems

parameters and therefore to make a conclusions on their

reliability. According to the presented methods the

concrete transients parameters of mechanical systems

were obtained that is often not possible using the direct

methods of calculation. Thus, the paper shows the

opportunity to estimate transients, even in those cases

where the use of direct methods for the study of processes

in a complex mechanical system is very difficult.

Keywords: transient, failure, system parameters,

random loads, permissible level, operating

parameters, reliability.

Рассмотрим механические системы, функ-

ционирование которых описывается

уравнением

Lq t
f t t

t
( )

( ), ;

, ,
=

³

<

ì
í
î

0

0 0
(1)

где L P a P a P an

n
( )

( )= + + +K 1 0 — линейный

дифференциальный оператор (P d dt= / ,

a an0 , ..., — параметры); f t( ) — стационарный

случайный процесс с заданной корреляцион-

ной функцией K f ( )τ и спектральной плотно-

стью S f ( )ω ; q t( ) — обобщенная координата, ве-

роятностные характеристики которой требует-

ся определить на переходном к стационарному

режиму колебаний.

Нестационарное решение уравнения (1)

с нулевыми начальными условиями можно

представить в виде интеграла Дюамеля [1, 2]:

q t f g t d

t

( ) ( ) ( )= -ò τ τ τ
0

. (2)

Здесь g t( )-τ — функция Грина, которая опре-

деляется из решения уравнения

Lg t t( ) ( )- = -τ δ τ , (3)

где δ τ( )t - — импульсная дельта-функция Ди-

рака.

Решение уравнения (3) получаем в виде
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«′» означает производную по λ; λ r — корни
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Для системы с одной степенью свободы

с коэффициентом демпфирования n и частотой

свободных колебаний ω0 имеем:
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Решение (2) уравнения (1) можно предста-

вить в следующем виде:
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где q t0 ( ) — стационарное решение уравнения (1);

q
j

0 0
( )

( ) — случайное значение j-й производной

процесса q t0 ( )при t = 0; ~q j — решение однород-

ного уравнения (1) с начальными условиями
~q j =1.

Корреляционную функцию нестационарно-

го процесса q t( ) рассчитывают по формуле

K t t q t q tq ( , ) ( ) ( )1 2 1 2= , (6)

где <⋅> — операция усреднения.

Дисперсия процесса q t( ):

s t K t tq q

2 ( ) ( , )= . (7)

Подстановка формулы (5) в (6) и (7) приво-

дит к сложным выражениям, трудно исполь-

зуемым на практике [2, 3]. Так, для построения

простейшей системы с одной степенью свобо-

ды имеем:
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Здесь K q 0
( )τ — корреляционная функция ста-

ционарного решения; s Kq q0 0

2 0= ( ) — соответст-

вующая дисперсия.

В основу ориентировочных оценок положен

тот факт, что механическая система в основном

реагирует на воздействия, близкие к частоте ее

собственных колебаний ω0 . Поэтому реальный

случайный процесс f(t) с переменным по часто-

те ω энергетическим спектром S f ( )ω можно за-

менить на эквивалентный белый шум с посто-

янным спектром S f ( )ω0 . Интенсивность этого

процесса k S f0 02= π ω( ), а корреляционная

функция

K kf ( ) ( )τ δ τ= 0 , (8)

где δ τ( ) — дельта-функция.

В этом случае имеем [1, 3]:
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Формулу (8) можно упростить, если в осцил-

лирующие функции ввести равномерно рас-

пределенную фазу ϕ и осреднить результат:
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2
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Решение поставленной задачи можно полу-

чить также методом функций Грина [1, 3]. В со-

ответствии с (2) и (5) корреляционная функция

процесса q t( ) определяется по формуле

K t tq ( , )1 2 =

= - - -òò g t g t K d df
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00

21
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Подставив в (10) функцию (7), получим ис-

комую корреляционную функцию и диспер-

сию на переходном режиме колебаний в удоб-

ном для вычислений виде:
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Подставив (4) в (14), найдем
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Формулы (11) и (15) совпадают.

Определенный интерес (особенно для рас-

чета сооружений на сейсмические воздействия

[1]) представляет анализ колебаний при неста-

ционарном воздействии вида

f t a t x t( ) ( ) ( ),=

где a t ct ct( )= -e — квазиогибающая стационар-

ного случайного процесса x t( ); c — константа.

В этом случае вместо (13) и (14) имеем сле-

дующие формулы:
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Получение для расчетов исходной информа-

ции о вероятностных характеристиках внешне-

го воздействия f t( ) с определением точности

его задания связано с большими (различного

характера) трудностями [3–6]. Часто известно

лишь поле допуска, в пределах которого на-

грузки могут изменяться непредсказуемым лю-

бым образом. В этом случае представляет инте-



рес найти максимально возможное значение

процесса q t( ), которое ни при каких обстоя-

тельствах не может быть превышено [6].

Пусть, например, известно, что- £ £f f t f0 0( ) .

Тогда из (2) для некоторого момента времени t к

находим
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t

= -ò0
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τ τ
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Для системы с одной степенью свободы
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Полученные оценки для дисперсии s tq ( )

(и аналогично для s tq& ( )) позволяют при задан-

ном предельно-допустимом значении q q= *

оценить надежность системы на переходном

режиме для любого момента времени t как ве-

роятность
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Таким образом, все вопросы, возникающие

при анализе переходных режимов колебаний

механических систем могут быть эффективно

разрешены.

Выводы

1. Показана возможность получения при-

ближенных оценок дисперсий переходных

процессов.

2. Найдено решение задачи двумя методами.

3. Получена оценка надежности механиче-

ской системы на переходном режиме для любо-

го момента времени t как вероятность невыхо-

да параметров системы за допустимый уровень.
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