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Теплопроводность композита,

армированного волокнами
1

В.С. Зарубин, Г.Н. Кувыркин, И.Ю. Савельева

В качестве конструкционных и функциональных материалов в различ-

ных приборных устройствах находят широкое применение композиты, со-

стоящие из матрицы и включений различной формы. Исследованию тепло-

проводности композитов посвящено значительное число работ. Однако

расчетные формулы в этих работах получены, как правило, либо в резуль-

тате обработки экспериментальных данных применительно к конкрет-

ным материала, либо путем априорного задания распределения темпера-

туры и теплового потока в моделях структуры гетерогенных тел.

В данной работе предложена математическая модель переноса теп-

ловой энергии в композите с включениями, имеющими форму волокон, на

основе которой найдены эффективные коэффициенты теплопроводно-

сти такого композита. Выполнена оценка возможной погрешности полу-

ченных результатов с применением двойственной вариационной форму-

лировки задачи стационарной теплопроводности.

Полученные результаты могут быть полезны при прогнозе эффектив-

ных коэффициентов теплопроводности композитов, модифицированных

наноструктурными элементами.

Ключевые слова: композит, армирующее волокно, эффективный

коэффициент теплопроводности.

Thermal Conductivity of Composite

Reinforced with Fibers

V.S. Zarubin, G.N. Kuvyrkin, I.Y. Savelyeva

Composites consisting of a matrix and variform inclusions are widely used as

constructional and functional materials in various instrument devices. A

significant amount of works is devoted to research of thermal conductivity of

composites. However the calculating formulas, as a rule, are deduced as a result

of experimental data processing applying to a specific material, or by a priori

indicating of temperature distribution and heat flow in models of heterogeneous
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body structure. The paper presents a mathematical

model of heat transfer in a composite with fiber shape

inclusions. The model is used for finding the effective

thermal conductivity of such composite. Also the dual

variational formulation of the stationary thermal

conductivity problem was applied for estimating

possible error of received results.

The results can be used for prediction the effective

thermal conductivity of composites modified with

nanoparticles.

Keywords: composite, reinforcing fiber, effective

thermal conductivity.

Конструкционный материал с неоднород-

ной структурой в виде системы отдель-

ных включений в основную составляющую

этого материала (матрицу), преобладающую по

объемному содержанию, можно рассматривать

как композит, матрица которого модифициро-

вана такими включениями. В данной работе

рассмотрен композит, армированный волокна-

ми одного диаметра, но различной длины. Та-

кие материалы находят достаточно широкое

применение в технике [1—3].

Включения в форме волокна могут иметь

различную природу (например, включения, об-

разующие новые фазы в поликристаллических

материалах при их термической обработке

[4—6] или близкие к этой форме наноструктур-

ные элементы [7]). Наряду с полимерными,

борными, стеклянными и углеродными волок-

нами [1, 3, 8—10] в качестве армирующих эле-

ментов используют нитевидные кристаллы

(усы) [2]. Столбчатые кристаллические зерна,

близкие по форме к волокну, образуются

в слитках никеля [6]. Включения высокодис-

персного цементита в матрице феррита, возни-

кающие при изотермическом распаде аустени-

та (так называемый игольчатый троостит [5]),

можно рассматривать как короткие волокна.

Таким образом, волокна и близкие к ним по

форме включения являются достаточно рас-

пространенными армирующими элементами

в конструкционных материалах. Применение

высокопрочных и высокомодульных волокон

способствует повышению механических харак-

теристик таких материалов. Однако у теплона-

пряженных элементов конструкций, работаю-

щих в условиях одновременного интенсивного

воздействия как механических, так и тепло-

вых нагрузок, наряду с механическими харак-

т е р и с т и к а м и в а ж н у ю р о л ь и г р а ю т

и теплофизические свойства конструкцион-

ного материала (в частности, коэффициент те-

плопроводности). Эффективное значение ко-

эффициента теплопроводности композита, ар-

мированного волокнами, зависит от их

объемной концентрации CV и от соотношения

между коэффициентами теплопроводности во-

локон и матрицы.

Математическая модель. Математическую

модель переноса тепловой энергии в компози-

те, армированном волокнами, построим

в предположении, что волокна в общем случае

не контактируют между собой, т. е. отделены

друг от друга слоем изотропного материала

матрицы с коэффициентом теплопроводности

λ m . Композит полагаем состоящим из множе-

ства окруженных материалом матрицы цилин-

дрических волокон c коэффициентом тепло-

проводности λ 0 , длиной l и диаметром d K l.

Рассмотрим тепловое взаимодействие от-

дельно взятого волокна с неограниченным

объемом окружающей его матрицы. Начало

прямоугольной декартовой системы координат

Ox x x1 2 3 выберем на оси волокна в его середи-

не, причем направление координатной оси Ox 3

совпадает с его осью. Примем, что на весьма

большом расстоянии от начала координат по

сравнению с длиной волокна составляющие

градиента установившегося распределения

температуры T x x x( , , )1 2 3 равны Gk , k =1 2 3, , .

Если волокно в первом приближении заменить

удлиненным эллипсоидом вращения с отноше-

нием полуосей d d l= / K 1, то температура

в произвольной точке M области, занятой мат-

рицей, может быть представлена удовлетво-

ряющей дифференциальному уравнению Лап-

ласа функцией [11, 12]

T M G x
D G x

D
kk k

k k
( )

( )

( )
,= +

-

+ -
=°

1

1 1

λ

λ
α

α

α

, (1)

где λ λ / λ= 0 m ;
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2 21 4+ + + + =β β ,

характеризующий положение точки M с коор-

динатами x k , |D Dα α β

°

=
=

0
, а ( )f u d( )= + ´2 β

´ +1 u (в соотношении (1) и далее использова-

но правило суммирования по повторяющемуся

латинскому индексу).

Интегралы в формуле (2) можно выразить

через элементарные функции [11]:
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где χ β= - +( ) / ( )1 12d . По мере уменьшения

значения d эллипсоид вращения по форме

приближается к тонкому волокну с круговым

поперечным сечением. В этом случае, учиты-

вая малость величины d 2 по сравнению с еди-

ницей, можно упростить формулы (3), предста-

вив их в следующем виде:

( )( )D D d d¢ = ¢ = + + +1 2

2 24 2 1/ / ( ) ln ;β β γ

( )( )¢ =- +D d3

2 2 2/ ln γ , (4)

где ( ) ( )γ β= - - + +1 2 2 1 12d / / . Отсюда при

β=0 получим

( )D D d d1 2

21 2 2° °= = - ln( ) / ;

( )D d d3

2 2 1° = -ln( / ) . (5)

В волокне установившееся распределение

температуры также удовлетворяет уравнению

Лапласа, но имеет фиксированные составляю-

щие градиента температуры и представимо со-

отношением [11, 12]

T x x x
G x

D
k

k k
( , , )

( )
, .1 2 3

1 1
=

+ -
=°λ

α
α

Таким образом, из формулы (1) следует, что

наличие волокна создает в матрице возмуще-

ние температурного поля относительно линей-

ного распределенияG xk k на большом удалении

от этого включения, описываемое соотноше-

нием

∆T
D G x

D

k k*
( )

( )
=

- ¢

+ - °

1

1 1

λ

λ

α

α

, α=k. (6)

Одинаковая ориентация волокон. При одина-
ковой ориентации оси Ox 3 всех волокон снача-
ла рассмотрим случай когда G G1 2 0= = . Тогда
для возмущения температурного поля в матри-
це, создаваемого одним волокном, из формулы
(6) получим

∆T
D G x

D

*
( )

( )
=

- ¢

+ - °

1

1 1

3 3 3

3

λ

λ
. (7)

Пусть N одинаковых по форме волокон

с фиксированным значением d расположены
в объеме VN , ограниченном поверхностью гео-
метрически подобного им кругового цилиндра

диаметром D и длиной L, т. е. D D L d= =/ . По-

скольку V D LN = π 2 4/ , а объем каждого волок-

на равен πd l2 4/ , объемная концентрация во-

локон в объеме VN составит C NCV = 0 , где

C d D0

3=( / ) .

Для точки, удаленной от каждого из включе-
ний на весьма большое расстояние по сравне-
нию со значением L, примем для всех волокон

х L3 / L 1. Тогда, согласно формуле (6), N

весьма удаленных волокон, расположенных
в объеме VN , вызовут в этой точке возмущение
температуры

∆ ∆T N T N
D G x

D
= =

- ¢

+ - °
*

( )

( )

1

1 1

3 3 3

3

λ

λ
. (8)

Если считать цилиндр объемом VN предста-
вительным элементом композита с рассматри-
ваемыми волокнами, то этот элемент с искомым
значением λ 3 эффективного коэффициента теп-
лопроводности в направлении оси Ox 3 создаст
в той же весьма удаленной точке с учетом форму-
лы (6) такое же возмущение температуры:

∆T
D G x

D
=

-

+ - °

(
~

)

(
~

)

*1

1 1

3 3 3 3

3 3

λ

λ
, (9)

где
~

/λ λ λ3 3= m . Отсюда с учетом второй фор-

мулы (4) получим
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причем β* — положительный корень уравнения

( ) / ( ) / ( ) /x x D x L1

2

2

2 2

3

2 21 4+ + + + =β β ,

а F u u D u( ) ( )= + +1 2 .

Приравняв правые части формул (8) и (9),

запишем

~ ( )( ( ) / )

( ) ( /

*

λ
λ

λ
3

3 3 3 3

3 3

1 1 1

1 1 1
=

+ - + - ¢

+ - - ¢

° °

°

D D ND D

D ND D3

* )
. (10)

В работе [12] для включений в виде произ-

вольного трехосного эллипсоида показано, что

ND D CV¢ =3 3/ * . Это равенство справедливо

и для частных случаев, в том числе и для вклю-

чений в виде волокон. Таким образом, формула

(10) принимает следующий вид:

~ ( )( ( ) )

( ) ( )
λ

λ

λ
3

3 3

3

1 1 1

1 1 1
=

+ - + -

+ - -

° °

°

D D C

D C

V

V

. (11)

Отметим, что для шаровых включений

D3 1 3° = / [12]. В этом случае композит будет

изотропным, а формула (11) совпадет с извест-

ной формулой Максвелла [11, 13].

Аналогичным путем можно найти формулы

для
~

/λ λ λ1 1= m и
~

/λ λ λ2 2= m , где λ1 и λ 2 —

эффективные коэффициенты теплопроводно-

сти композита в направлении осей Ox1 и Ox 2

соответственно, причем в силу равенства

D D1 2

° °= получим
~ ~
λ λ1 2= . В итоге при α=1 2 3, ,

имеем

~ ( )( ( ) )

( ) ( )
λ

λ

λ
α

α α

α

=
+ - + -

+ - -

° °

°

1 1 1

1 1 1

D D C

D C

V

V

. (12)

Таким образом, в рассматриваемом случае

композит обладает трансверсальной изотро-

пией по отношению к свойству теплопровод-

ности.

Построение двусторонних оценок. Для полу-

чения двусторонних оценок эффективных ко-

эффициентов теплопроводности рассматри-

ваемого композита применим двойственную

вариационную формулировку задачи стацио-

нарной теплопроводности [14, 15]. С этой це-

лью используем трехфазную модель композита

в виде цилиндрической области V, имеющей

в направлении координатной осиOx 3 высоту H

и ограниченной параллельными основаниями,

каждое с достаточно большой площадью S 0 .

Эта область содержит цилиндрический объем

VN длиной L и диаметром D, в котором распо-

ложены волокна рассматриваемой формы, ок-

руженные материалом матрицы. Объемная

концентрация волокон в этом объеме равнаCV .

Ось цилиндра направлена вдоль координатной

оси Ox 3 . Остальная часть области содержит од-

нородный материал с искомыми свойствами

композита. Боковую поверхность цилиндриче-

ской области примем идеально теплоизолиро-

ванной, температуру основания при x 3 0= по-

ложим равной нулю, а на втором основании

при x H3 = зададим температуру G H3 .

В качестве допустимого для минимизируе-

мого функционала [14]

J T M T M dV M M V
V

[ ] ( )( ( )) ( ),= Ñ Îò
1

2

2Λ , (13)

(Ñ — дифференциальный оператор Гамильто-

на) примем линейное по высоте цилиндра рас-

пределение температуры с постоянной состав-

ляющей градиента G3 . Тогда из формулы (13)

с учетом свойства аддитивности интеграла по

отношению к области V получим

2

4

1

3

2 3 0

2J T

G
HS

D L[ ]
= -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+λ

π

+ - +λ
π

λ
π

m V VC
D L

C
D L

( )1
4 4

2

0

2

. (14)

Для максимизируемого функционала [14]

I
M

M
dV M

V

[ ]
( ( ))

( )
( )q

q
=- -ò

1

2

2

Λ

- ÎòT P P P dS P P S
S

( ) ( ) ( ) ( ),q n , (15)

(n — единичный вектор внешней нормали

к поверхности S) в качестве допустимого рас-

пределения вектора плотности теплового пото-

ка q примем постоянное значение q G= λ 3 3

единственной составляющей этого вектора,

перпендикулярной основаниям цилиндра.

В этом случае из формулы (15) следует
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π
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Использованные допустимые распределе-

ния температуры и плотности теплового пото-

ка для неоднородной области отличаются от

действительных и поэтому значения J T1[ ] и

I q1[ ] не будут совпадать, причем J T I q1 1[ ] [ ]> .

В промежутке между этими значениями долж-

но быть расположено и значение

J G HS0 3 3

2

0 2= λ / минимизируемого функцио-

нала (13) для однородной области с коэффици-

ентом теплопроводности λ 3 . Тогда с учетом

формулы (14) из условия J T J1 0[ ]³ найдем

верхнюю оценку:
~ ~
λ λ λ3 1£ - + = +C CV V , (17)

а с учетом формулы (16) из условия I q J1 0[ ]£
получим нижнюю оценку:

~
/ ( / )

~
λ λ λ3 1 1³ - + = -C CV V . (18)

Принятые достаточно простые допустимые

распределения температуры и плотности тепло-

вого потока учитывают лишь объемное содер-

жание каждой из трех изотропных фаз в исполь-

зованной трехфазной модели композита. По-

этому для всех трех направлений координатных

осей представленные в формулах (17) и (18)

оценки эффективного коэффициента тепло-

проводности композита будут идентичными.

Результаты расчетов. На рисунках 1 и 2 при

различных значениях λ приведены построен-

ные по формулам (17) и (18) зависимости оце-

нок
~
λ+ и

~
λ- отCV . Для волокон с d =01, по фор-

мулам (5) вычислены D D1 2 0 41322° °= = , и

D3 017356° = , . Затем по формуле (12) для тех же

значений λ на рис. 1 и 2 построены зависимо-

сти
~ ~
λ λ1 2= и

~
λ 3 от CV . Очевидно, что при λ=1

все кривые горизонтальны с ординатой, рав-

ной единице.

Следует отметить близость графиков

зависимостей
~
λ+ и

~
λ 3 от CV . Например, при

CV =0 5, и λ=01, ,
~

,λ+ =0 55 и
~

,λ 3 0 5459= , а при

CV =0 5, и λ=0 8, ,
~

,λ+ =0 9 и
~

,λ 3 0 8998= . На ри-

сунках видно, что в случае малого отклонения

значения λ от единицы различие между значе-

Рис. 1. Зависимости от объемной концентрации C
V

при λ <1 верхней
~
λ+ (– · –) и нижней

~
λ- (– – –)

оценок эффективных коэффициентов

теплопроводности
~ ~
λ λ

1 2
= (—) и

~
λ

3
(— i —)

Рис. 2. Зависимости от объемной концентрации C
V

при λ >1 верхней
~
λ+ (– · –) и нижней

~
λ- (– – –)

оценок эффективных коэффициентов

теплопроводности
~ ~
λ λ

1 2
= (—) и

~
λ

3
(— i —)
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ниями эффективных коэффициентов тепло-

проводности невелико, т. е. анизотропия ком-

позита оказывается сравнительно слабой. По

мере отклонения λ от единицы, несмотря на

совпадение оценок и значений этих коэффи-

циентов при CV =0 и CV =1, разность
~ ~
λ λ+ --

для промежуточных значений CV становится

значительной и одновременно увеличивается

различие между значениями
~ ~
λ λ1 2= и

~
λ 3 , что

приводит к более существенной анизотропии

композита. Отмеченная тенденция усиливается

по мере отклонения значения λ от единицы.

Расчеты при d <01, показывают, что отмечен-

ные закономерности сохраняются.

Выводы

1. Построенная математическая модель пе-

реноса тепловой энергии в композите, армиро-

ванном одинаково направленными волокнами,

позволила получить зависимости эффективных

коэффициентов теплопроводности такого ком-

позита от концентрации волокон, их геометри-

ческих параметров и соотношения между теп-

лопроводностью волокон и матрицы.

2. Использование двойственной вариацион-

ной формулировки задачи стационарной тепло-

проводности позволяет построить двусторонние

оценки значений этих коэффициентов. Если

в композите при хаотической ориентации воло-

кон их оси равномерно распределены по всем

возможным направлениям, то такой композит

будет изотропным с эффективным коэффициен-

том теплопроводности
~

(
~ ~

) /λ λ λ= +2 31 3 [16, 17].

3. В силу электротепловой аналогии [14]

оценки эффективных коэффициентов тепло-

проводности могут быть использованы для

прогноза электропроводности материалов

с аналогичной структурой.
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