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Геометрия цилиндрических

самотормозящихся зубчатых передач

с круговыми профилями зубьев

Г.А. Тимофеев, В.В. Панюхин, М.В.Самойлова

Представлены результаты исследований синтеза зацеплений косозу-

бых цилиндрических самотормозящихся передач с целью достижения

в них эффекта самоторможения. Существующее стандартное оборудо-

вание для нарезания зубчатых колес не всегда позволяет реализовать не-

обходимую для получения эффекта самоторможения величину угла на-

клона зубьев. В связи с этим была поставлена задача найти заменяющие

профили, близкие к эвольвентным, которые не требуют специального

оборудования для их обработки. Поставленной задаче отвечают профи-

ли, нарезаемые на резьбошлифовальных станках шлифовальным кругом

или на токарно-винторезных станках резцами с круговыми режущими

кромками, радиус закругления которых равен радиусу кривизны эвольвен-

ты в осевом сечении. При этом профили витков в осевом сечении очерчи-

ваются дугами окружностей, а контакт в зацеплении реализуется тео-

ретически точным.

Практически разница между эвольвентными и круговыми профилями

зубьев может быть уменьшена до величин, не превышающих допуски на

обработку.

Ключевые слова: цилиндрические самотормозящиеся зубчатые пе-

редачи, геометрия зацепления, эвольвентные и круговые профили
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Geometry of Cylindrical Self-locking

Gears with Circular-arc Tooth Profiles

G.A. Timofeyev, V.V. Panyukhin, M.V. Samoilova

The article presents the research results of helical self-locking gear synthesis

in order to achieve a self-locking effect. Standard gear cutting equipment not al-

ways allows getting the necessary helix angle of a tooth for reaching a self-lock-

ing effect. Therefore there have been tasked to find the substitute profiles closely

approximately those of involutes that do not require any special equipment for its

processing. Processed by an abrasive wheel on a gear grinding machine or on a

turning lathe by a cutting tool with circular cutting edges, curvature radius of

which is equal to the radius of curvature of involutes in axial section, profiles an-

swer to the task. Moreover the profiles in the axial section are outlined by circu-

lar arcs, and point of contact in a meshing is realized theoretically accurate. The

practical difference between the circular and involute tooth profiles can be re-

duced to an amount not exceeding the processing tolerance.

Keywords: cylindrical self-locking gears, gearing geometry, circular and

involute tooth profiles.
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Самотормозящиеся передачи (СП), совме-

щающие функции механических передач

и автоматических тормозных устройств, обла-

дают рядом важных кинематических и динами-

ческих характеристик, благодаря которым они

находят достаточно широкое применение

в приводах различных машин и приборов, по-

зволяя получить простые и компактные конст-

рукции [1—4]. Вместе с тем, широко известные

конструкции СП, какими являются червячные

передачи и передачи винт–гайка, обладают су-

щественными недостатками, основным из ко-

торых является низкий КПД прямого хода.

Существенное повышение КПД прямого

хода — основная проблема совершенствования

СП. Принципиальная разрешимость этой про-

блемы была показана В.В. Добровольским [5]

и подтверждена исследованиями А.Е. Турпаева

[4]. К числу конструкций СП с высоким КПД

прямого хода относится передача Поппера [6],

состоящая из двух червяков, которые имеют

различные углы наклона винтовых линий и па-

раллельные оси вращения. Ряд перспективных

конструкций СП в разные годы были предло-

жены Н.С. Мюнстером [7], Д. Хоуэллом [8],

А. Роано [9], В.И. Панюхиным [10] и другими

учеными. Однако авторы работ [6—9] не при-

водят способов определения конкретных пара-

метров зацепления.

В качестве главных поверхностей зубьев ци-

линдрических зубчатых передач чаще всего ис-

пользуются эвольвентные или круговые по-

верхности, каждая из которых обладает извест-

ными преимуществами и недостатками [11].

Однако при больших углах наклона зубьев, ко-

гда приведенные радиусы кривизны сопря-

женных профилей существенно возрастают,

эвольвентные и круговые профили становятся

весьма близкими, и разница между ними часто

не выходит за пределы поля допусков на обра-

ботку.

Таким образом, с точки зрения нагрузочной

способности при равной твердости главных по-

верхностей эти профили для винтовых зацеп-

лений следует считать равноценными так же,

как считаются равноценными с эксплуатаци-

онной точки зрения червяки с эвольвентной,

конволютной, архимедовой и цилиндрической

главными поверхностями [12]. Очевидно, что

все эти поверхности могут быть использованы

и в качестве главных поверхностей винтовых

зубьев, имеющих углы наклона того же поряд-

ка, что и у витков червяков общего назначения.

Следовательно, выбор конкретной формы

главных поверхностей в винтовых самотормо-

зящихся зацеплениях, как и в червячных пере-

дачах, определяется технологическими сообра-

жениями и зависит от требуемой твердости

главных поверхностей зубьев, масштабов про-

изводства, наличия специального оборудова-

ния и т. п.

При выборе формы боковых поверхностей

в зацеплениях с винтовыми зубьями для экс-

плуатации наиболее предпочтительны эволь-

вентные профили, обеспечивающие в зацепле-

нии линейный контакт. Такие колеса могут

быть профилированы кругом с прямолинейной

кромкой подобно цилиндрическим косозубым

колесам, и поэтому они могут быть изготовле-

ны с зубьями (витками) высокой твердости, что

позволяет существенно повысить нагрузочную

способность передач.

Однако существующее стандартное обору-

дование для нарезания колес методом обкатки

не всегда позволяет реализовать такие значе-

ния углов наклона зубьев, которые необходи-

мы для получения эффекта самоторможения.

Отсутствие оборудования обусловливает не-

обходимость применения для нарезания вин-

товых колес тех технологий, которые основа-

ны на методе копирования и используются

при изготовлении цилиндрических червяков

с эвольвентным, конволютным, цилиндри-

ческим и архимедовым профилями [11].

Одно из самых простых в технологическом

отношении зацеплений можно получить на ос-

нове эвольвентного зацепления, если эволь-

венты главных поверхностей зубьев шестерни 1

и колеса 2 заменить круговыми профилями,

очерченными дугами окружностей, радиусы

кривизны которых равны или близки радиусам

кривизны эвольвент в точках приложения рав-

нодействующих нормальных усилий.

Чтобы определить осевые радиусы кривиз-

ны круговых профилей, эквивалентных эволь-

вентным профилям внешних (рис. 1) и внут-
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ренних (рис. 2) зубчатых зацеплений с винто-

выми зубьями, примем, что после замены

эвольвентных профилей круговыми неизмен-

ными остаются: основная окружность, окруж-

ности вершин и впадин, межосевые расстоя-

ния, а также положение точки C контакта со-

пряженных профилей и расстояния rc1 и rc2 от

этой точки до осей колес. Таким образом, неиз-

менным остается также положение полюса за-

цепления, а, следовательно, и передаточное

отношение. Постоянство передаточного отно-

шения обеспечивается неизменностью поло-

жения общей нормали, как и в известных пере-

дачах Новикова. При сопоставлении парамет-

ров колес с круговыми и эвольвентными

профилями все размеры последних предпола-

гаются известными.

В торцовом сечении радиусы кривизны

эвольвентных профилей колес ρtс1 и ρtс2 в точке

С соответствуют отрезкам N1С и N2С (см. рис. 1

и 2). Через параметры колес эти радиусы могут

быть выражены следующим образом:

ρtc c br r1 2 1 2

2

1 2

2

, , ,= - .

Осевые радиусы кривизны ρхс1 и ρхс2 можно

определить с помощью теоремы Менье [13]:

ρ βxc b c br r1 2 1 2

2

1 2

2

, , ,tan= - . (1)

Основной угол наклона линий зубьев связан

с радиусами кривизны rb1,2, rс1,2 и углами βс1,2

пропорциональной зависимостью [11]:

tan tan ,

,

,

β βb c

b

c

r

r
= 1 2

1 2

1 2

.
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Рис. 1. Схема внешнего зацепления цилиндрической

передачи

Рис. 2. Схема внутреннего зацепления
цилиндрической передачи



Подставив это значение угла βb в уравнение

(1), получим

ρ βxc b c

b

c

r
r

r
1 2 1 2 1 2

1 2

2

1 2

2
1, , ,

,

,

tan= - .

При предварительных расчетах осевые ра-

диусы кривизны круговых профилей можно

принять равными радиусам ρхс1 и ρхс2, а после

оценки степени близости круговых профилей

к эвольвентным скорректировать в нужную

сторону.

Оценку близости круговых профилей

к эвольвентным удобно проводить по величине

осевых зазоров ∆xa1 и ∆xa2 между рабочими бо-

ковыми поверхностями зубьев на диаметрах

вершин колес. В эвольвентном зацеплении та-

кие зазоры отсутствуют, поэтому, чем меньше

они в зацеплении с круговыми профилями, тем

ближе оно к эвольвентному.

Осевые зазоры появляются между нерабочи-

ми боковыми поверхностями зубьев вследствие

того, что углы наклона зубьев на рабочих диа-

метрах колес различны. На рисунке 3, где изо-

бражено сечение зубьев внешнего шевронного

зацепления плоскостью, проходящей через об-

щую точку С контакта перпендикулярно линии

центров, показан осевой зазор ∆xс на окружно-

стях радиусов rс1 и rс2. Величина зазора опреде-

ляется разностью осевых перемещений ка-

ких-либо двух точек, движущихся по дугам ок-

ружностей с радиусами ry1 = rс1 и ry2 = rс2, соот-

ветствующим удвоенным углам δy1 = δс1 и δy2 =

= δс2 (см. рис. 1 и 2):

( )∆ xc c c c c c cr r= -2 2 2 2 1 1 1δ β δ βctg ctg .

Углы δc1 и δc2 для внешнего зацепления опре-

деляют по рис. 1:

δ α α δ α αc tc tw c tw tc1 1 2 2= - = -; . (2)

Углы δc1 и δc2 для внутреннего зацепления

определяют по рис. 2:

δ α α δ α αc tc tw c tc tw1 1 2 2= - = -; .

Подставляя значения углов δc1 и δc2 в (2)

и выражая углы βс1 и βс2 через β, получаем:

• для внешнего зацепления

( )[ ]∆ xc tw tc tc

m
z z z z= + - -

sinβ
α α α1 2 1 1 2 2 ; (3)

• для внутреннего зацепления

( )[ ]∆ xc tc tw tc

m
z z z z= - - -

sinβ
α α α2 2 2 1 1 1 . (4)

Аналогично можно найти выражение для за-

зоров ∆ xa

E

1 и ∆ xa

E

2 на окружностях вершин между

нерабочими сторонами эвольвентных профи-

лей в плоскости, проходящей через ось колеса

и точку контакта С профилей. Переходя от мо-

дуля к осевому шагу pх, получаем:

• для внешнего зацепления:

( )[ ]

( )

∆

∆

xa

E x

tw ta tp

xa

E x

tw

p
z z z z

p
z z

1 1 2 1 1 2 2

2 1 2

= + - -

= + -

π
α α α

π
α

,

[ ]z zta tp2 2 1 1α α- ;

• для внутреннего зацепления:

( )[ ]

( )

∆

∆

xa

E x

tw ta tp

xa

E x

t

p
z z z z

p
z z

1 2 1 1 1 2 2

2 2 1

= - - - +

= - -

π
α α α

π
α

,

[ ]
w ta tpz z- +2 2 1 1α α .

24 2013. ¹ 5

Известия высших учебных заведений

Рис. 3. Сечение внешнего шевронного зацепления
с круговыми профилями плоскостью,

перпендикулярной линии центров колес



Осевой шаг эвольвентных профилей на ок-

ружности вершин каждого из колес складыва-

ется из осевой толщины зубьев s xa

E на этой ок-

ружности, осевой толщины зуба s xp

E на окруж-

ности нижних точек активного профиля

сопряженного колеса и зазора ∆ xa

E :

p s s s sx xa

E

xp

E

xa

E

xa

E

xp

E

xa

E= + + = + +1 2 1 2 1 2∆ ∆ . (5)

При переходе к круговым профилям между

рабочими сторонами профилей на окружно-

стях вершин появляются осевые зазоры ∆xa1 и

∆xa2, величину которых можно определить,

если в формулу (5) вместо осевых толщин

эвольвентных зубьев подставить соответст-

вующие осевые толщины зубьев с круговыми

профилями:

( )∆ ∆

∆ ∆

xa x xa xp xa

E

xa x xa xp xa

p s s

p s s

1 1 2 1

2 2 1 2

1

2

1

2

= - - -

= - - -

;

( )E .

(6)

Толщины зубьев с круговыми профилями sxa

и sxp в уравнении (6) могут быть найдены из

схемы осевого сечения зуба шестерни,

представленной на рис. 4. В соответствии

с этой схемой искомые толщины можно выра-

зить следующим образом:

• для внешнего зацепления:

( ) ( )s s r rxa xc a c xa xc1 1 1 1 1 12
1

2
= - - +

é
ëê

ù
ûú

tan α α , (7)

( ) ( )s s r rxa xc a c xa xc2 2 2 2 2 22
1

2
= - - +

é
ëê

ù
ûú

tan α α , (8)

( ) ( )s s r rxp xc c p xc xp1 1 1 1 1 12
1

2
= + - +

é
ëê

ù
ûú

tan α α , (9)

( ) ( )s s r rxp xc c p xc xp2 2 2 2 2 22
1

2
= + - +

é
ëê

ù
ûú

tan α α ; (10)

• для внутреннего зацепления формулы для

шестерни (7) и (9) остаются в силе, а для колеса

меняются:

( ) ( )s s r rxa xc a c xa xc2 2 2 2 2 22
1

2
= + - +

é
ëê

ù
ûú

tan α α ; (11)

( ) ( )s s r rxp xc c p xc xp2 2 2 2 2 22
1

2
= - - +

é
ëê

ù
ûú

tan α α . (12)

Осевые углы αхс1,2 в формулах (7)–(12) опре-

деляют из зависимости

tg
tg

α
α

βxc

nc

c

1 2

1 2

1 2

,

,

,sin
= .

Осевые углы αха1,2 и αхр1,2 можно найти по

схеме, представленной на рис. 4:

• для внешнего зацепления:

sin sinα α
ρxa xc

a c

xc

r r
1 1

1 1

1

= +
-

, (13)

sin sinα α
ρ

xa xc

a c

xc

r r
2 2

2 2

2

= +
-

,

sin sinα α
ρxp xc

c p

xc

r r
1 1

1 1

1

= -
-

, (14)

sin sinα α
ρ

xp xc

c p

xc

r r
2 2

2 2

2

= -
-

;

• для внутреннего зацепления формулы для

шестерни (13) и (14) остаются в силе, а для ко-

леса меняются:

sin sinα α
ρ

xa xc

a c

xc

r r
2 2

2 2

2

= -
-

,

( )sin sinα α
ρ

xp xc

xc

c pr r2 2

2

2 2

1
= + - .

МАШИНОСТРОЕНИЕ

2013. ¹ 5 25

Рис. 4. Схема осевого сечения зуба шестерни
с круговым профилем



Радиусы rp1,2 в этих формулах определяются

следующим образом [14]:

• для внешнего зацепления:

( )r a r r rp w tw a b b1 2

2

2

2
2

1

2= - - +sinα ,

( )r a r r rp w tw a b b2 1

2

1

2
2

2

2= - - +sinα ;

• для внутреннего зацепления:

( )r r r a rp a b w tw b1 2

2

2

2
2

1

2= - - +sinα ,

( )r r r a rp a b w tw b2 1

2

1

2
2

2

2= - - +sinα .

Осевые толщины sxc1 и sxc2 зубьев с круговы-

ми эвольвентными зубьями одинаковы и могут

быть определены из известной зависимости

для эвольвентных колес:

• для внешнего зацепления

s
r

xc

c

c

1 2

1 2

1 2

2
,

,

,tan
= ´

β

´ + + -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

π α
α α

2

2

1 2

1 2

1 2

1 2z

x

z t tc

,

,

,

,

tan
inv inv ;

• для внутреннего зацепления

s
r

xc

c

c

1 2

1 2

1 2

2
,

,

,tan
= ´

β

´ - - +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

π α
α α

2

2

1 2

1 2

1 2

1 2z

x

z t tc

,

,

,

,

tan
inv inv .

Эти же толщины можно определить по схе-

ме, изображенной на рис. 3. Если осевые тол-

щины колес с круговыми зубьями на окружно-

стях с радиусами rс1 и rс2 принять одинаковыми,

то, учитывая значение осевого зазора ∆xс из

формул (3) и (4), получим:

• для внешнего зацепления

s
p

xc

x

1 2 2, = ´

( )[ ]´ - + - -
ì
í
î

ü
ý
þ

1
1

1 2 1 1 2 2 2 1π
α α αz z z ztw tc tc, , ; (15)

• для внутреннего зацепления

s
p

xc

x

1 2 2, = ´

( )[ ]´ - - - -
ì
í
î

ü
ý
þ

1
1

2 2 1 2 1 1 1 2π
α α αz z z ztc tw tc, , . (16)

В формулах (15) и (16) все углы выражены

в радианах.

Следует отметить, что толщины зубьев

с круговыми профилями с целью обеспечения,

например, их равнопрочности, могут быть при-

няты различными по значению, но при этом их

суммарная величина должна быть равна удво-

енному значению правой части уравнений (15)

или (16).

После определения зазоров ∆xа1 и ∆xа2 можно

сделать заключение о необходимости их кор-

рекции. Если какой-либо из них или оба полу-

чились отрицательными, т. е. вместо зазора

имеет место натяг, то радиусы кривизны или

один из них следует уменьшить. Если же зазо-

ры слишком велики, то их можно уменьшить за

счет увеличения радиусов кривизны.

Для зубчатых колес, нарезаемых методом

огибания, основными геометрическими пара-

метрами являются нормальный модуль и угол

главного профиля исходного контура. Для ко-

лес с винтовыми зубьями, нарезаемыми мето-

дом копирования, в качестве основных исход-

ных параметров удобнее принять осевой шаг px

и нормальный угол профиля αnс одного из ко-

лес на контактной окружности.

Кроме этого, должны быть предварительно

подсчитаны необходимые значения углов на-

клона зубьев колес βс1 и βс2 на контактных ок-

ружностях (для несамотормозящихся зацепле-

ний) или на окружностях вершин (для выход-

ного колеса самотормозящегося зацепления).

Должны быть также известны числа зубьев (за-

ходов) колес z1 и z2, коэффициенты высоты го-

ловки ha

* и радиального зазора с*.

Перечисленные исходные данные служат

основой приведенного ниже алгоритма расчета

зацеплений с винтовыми зубьями колес. При

расчете использованы стандартные значения
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коэффициентов ha

* и с* в долях нормального

модуля на контактных окружностях.

Радиусы контактных окружностей rс1 и rс2:

r
p

zc

x

c1 2 1 2 1 22, , ,tan=
π

β .

Основной угол наклона зуба

( )β β αb c nc= =arcsin sin cos1 1

( )=arcsin sin cosβ αc nc2 2 .

Радиусы основных окружностей rb1 и rb2:

r
p

zb

x

b1 2 1 22, , tan=
π

β .

Торцовые углы профилей αtc1 и αtc2 на кон-

тактных окружностях:

α
β

βtc

b

c

1 2

1 2

,

,

tan

tan
=arccos .

Межосевое расстояние

( )a r r r rw c c c c tc tc= + ± -1

2

2

2

1 2 1 22 cos α α ,

где знак «+» относится к внешнему зацепле-

нию, а знак «–» — к внутреннему.

Радиусы начальных окружностей rw1 и rw2:

r
z a

z zw

w

1 2

1 2

2 1

,

,=
±

.

Торцовый угол зацепления

α tw

b

w

r

r
=arccos

1 2

1 2

,

,

.

Радиусы окружностей вершин rа1 и rа2:

r r
h

pa c

a

x c1 1 1= +
*

sin
π

β ;

r r
h

pa c

a

x c2 2 2= ±
*

sin
π

β .

Радиусы окружностей впадин rf1 и rf2:

r a r
c

pf w a x c1 2 1=± -m
*

sin
π

β ;

r a r
c

pf w a x c2 1 2= m m
*

sin
π

β .

Осевые толщины зубьев на контактных ок-

ружностях sxc1 и sxc2 определяются по формулам

(15) или (16).

Нормальные толщины зубьев на рабочих ок-

ружностях snc1 и snc2:

s Snc xc c1 2 1 2 1 2, , ,sin= β .

Высота замера толщины зубьев:

h r rc a c1 2 1 2 1 2, , ,= - .

Осевые углы профилей на контактных ок-

ружностях

α
α

βxc

nc

c

1 2

1 2

1 2

,

,

,

tan

sin
=arctan .

Размер M по роликам (проволочкам) диа-

метра D:

• при четном числе зубьев (заходов)

M d
p s

Dc

x xc

xc nc

= -
-

+ +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

tan sinα α
1

1
;

• при нечетном числе зубьев (заходов)

M d
p s

D

z

c

x xc

xc nc

= -
-

+ +

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

é

ë

ê
ê

tan
cos

sinα π α

1

2

1

ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

´

´cos
π

2z
.

В случае, когда требуется вписать зацепле-

ние в заданное межосевое расстояние, расчет

целесообразно начинать с определения осевого

шага. Для этого рассчитывается межосевое рас-

стояние при единичном шаге, а искомый шаг

определяется как отношение заданного межо-

севого расстояния к полученному при единич-

ном шаге. При необходимости шаг может быть

округлен до ближайшего желаемого значения

с последующей проверкой выполнения требуе-

мых условий получения необходимого значе-

ния передаточной функции или условий само-

торможения [15].

Вывод

При отсутствии оборудования для нареза-

ния эвольвентных профилей с большими угла-

ми наклона зубьев одно из самых простых

в технологическом отношении зацеплений

можно получить, если эвольвенты главных по-

верхностей зубьев заменить круговыми профи-

лями, очерченными дугами окружностей, ра-

диусы кривизны которых равны или близки ра-

диусам кривизны эвольвент в точках контакта.
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