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Приведены результаты исследования многопоточной планетарной передачи с од-
ним внешним и одним внутренним зацеплениями сателлита, нагрузочная способ-
ность которой лимитирована контактной прочностью зубьев. Сателлит расположен 
на двух подшипниках качения, его зубья у торца выполнены в виде консолей для 
снижения жесткости в зацеплении и уменьшения максимальной погонной нагруз-
ки, вызванной начальным неприлеганием зубьев из-за погрешностей изготовления 
механизма. Для определения законов распределения нагрузки в зацеплении колес 
составлены уравнения совместности перемещений зубьев на двух участках линии 
контакта. Погонная нагрузка на консольной части зуба определена решением диф-
ференциального уравнения четвертого порядка, полученного из уравнений связи 
деформации консоли зуба и силовых факторов с учетом угла начального неприлега-
ния зубьев. Жесткость зацепления на этом участке вычислена по формулам сопро-
тивления материалов с использованием гипотезы ломаных сечений. Численное ре-
шение полученных уравнений позволило определить коэффициент неравномерно-
сти распределения нагрузки по ширине венца сателлита с консольными зубьями у 
его торца, необходимый для расчета передачи на прочность, и оценить влияние па-
раметров указанного зацепления на нагрузочную способность планетарного меха-
низма. Сравнительный анализ передач с податливыми и жесткими зубьями сател-
лита показал, что у первой из указанных передач нагрузочная способность пример-
но на 10 % больше, чем у второй. 
EDN: FBYCKX, https://elibrary/fbyckx 
Ключевые слова: планетарная передача, податливые зубья у торцов, нагрузка по ши-
рине венца 
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The paper presents results of studying a multi-thread planetary gear with one external and 
one internal pinion gearing, which load capacity is limited by the teeth contact strength. The 
pinion is positioned on two rolling bearings, its teeth at the end are made in the form of 
cantilevers to reduce rigidity in the engagement and lower the maximum linear load caused 
by the teeth initial non-fitting due to errors in the mechanism manufacture. To determine 
the laws of load distribution in the wheels engagement, equations were compiled for the 
teeth displacement compatibility in two sections of the contact. Linear load on the tooth 
cantilever section was determined by solving a fourth-order differential equation obtained 
from equations relating to deformation of the tooth cantilever and force factors taking into 
account the angle of the teeth initial non-fitting. Engagement rigidity in this section was cal-
culated using formulas for the material resistance and the broken sections hypothesis. Nu-
merical solution of the resulting equations made it possible to determine coefficient of the 
uneven load distribution along the pinion rim width with cantilever teeth at its end, which 
was necessary to calculate the transmission strength and to assess influence of the specified 
gearing parameters on the pinion mechanism load parameters. Comparative analysis of 
gears with flexible and rigid pinion teeth showed that the first of these gears had the load 
capacity approximately 10 % higher than the second. 
EDN: FBYCKX, https://elibrary/fbyckx 
Keywords: planetary gear, flexible teeth at the ends, load along the rim width 

Благодаря высокой нагрузочной способности и 
хорошим массогабаритным показателям плане-
тарные передачи (ПП) нашли широкое приме-
нение во многих областях техники [1–5]. Среди 
них наибольшее распространение получили 
многопоточные (многосателлитные) ПП с од-
ним внешним и одним внутренним зацеплени-
ями сателлита (ПП типа 2K-H по классифика-
ции профессора В.Н. Кудрявцева) [6–9]. Обыч-
но их выполняют с плавающей солнечной 
шестерней и сателлитами, установленными на 
сферические подшипники, что позволяет изба-
виться от избыточных связей и снизить нерав-
номерность распределения нагрузок в зацепле-
ниях зубчатых колес (далее колеса) [10–12]. 

При ограниченном радиальном размере ПП 
такого типа каждый ее сателлит установлен на 
оси посредством двух подшипников качения. В 
этом случае трудно обеспечить самоустанавли-
ваемость сателлита, а погрешности изготовле-
ния ПП и деформация ее отдельных элементов 
могут привести к существенному снижению 
нагрузочной способности вследствие неравно-
мерного распределения нагрузки и напряжений 
по длине зубьев колес [13, 14]. 

Цель работы — повышение нагрузочной 
способности ПП. 

В процессе функционирования ПП при 
наличии перекоса зубьев их контакт сначала 
происходит у торца колеса, что приводит к 
увеличению погонной нагрузки в этой части 
зацепления, а также к удару сопрягаемых тел, 
повышенному уровню шума и преждевремен-

ному выходу ПП из строя. Снизить неравно-
мерность распределения нагрузки по длине 
зубьев колес и улучшить показатели работы 
механизма можно, выполнив зубья у торцов 
сателлита в виде консольных балок с эволь-
вентным профилем (рис. 1) [15]. 

С учетом того, что нагрузочная способность 
этих ПП лимитирована контактной прочно-
стью внешнего зацепления, указанная мера при 
рациональном подборе параметров механизма 
не приводит к снижению ресурса передачи из-
за появления дополнительных изгибных 
напряжений. 

Для определения закона распределения 
нормальной нагрузки по длине зуба сателлита 

 
Рис. 1. Схема ПП с двухопорными сателлитами, 

плавающей солнечной шестерней и податливыми 
зубьями у торцов 
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у его торца (участка длиной )l  воспользуемся 
уравнением связи перемещения в направлении 
линии действия силы ( )y x , погонной нагруз-
ки ( )w x  и изгибающего момента ( )M x  (рис. 2 
и 3): 

   


II ( ) ( ) ( ) cos ,
cos n

n

y x M x kw x
IE FG

 (1) 

где n  — угол профиля зуба в точке контакта; 
I  — момент инерции поперечного сечения зу-
ба относительно оси его симметрии; E  и G  — 
модуль упругости первого и второго рода соот-
ветственно; 1, 2;k  F  — площадь поперечного 
сечения зуба. 

Изгибающий момент определяется выраже-
нием 

       
0

( ) (0) ( )( ) cos .
x

nM x M Rx w x d   (2) 

Здесь   — координата на участке длиной x, от-
меренная от ее начала,   0 ;x  

   
0

(0) ( ) cos ;
l

nM w x xdx   (3) 

  
0

( ) cos ,
l

nR w x dx   (4) 

где l  — длина участка повышенной податли-
вости. 

Погонная нагрузка связана с перемещением 
элемента зуба сателлита соотношением 

        
I( ) (0) ( ) ( 0) ,pw x w c x y x y z x   (5) 

где   — угол начального неприлегания зубьев в 
плоскости зацепления (далее угол начального 
неприлегания зубьев); (0)w  — погонная 
нагрузка в сечении зуба при  0 ;x z  pс  — 
удельная жесткость зацепления на участке по-
вышенной податливости; ( )y x  — перемещение 
элемента зуба сателлита на участке повышен-
ной податливости длиной l  (при  0x  и 

( ) 0y x ); I ( 0)y z  — угловое перемещение зу-
ба под действием силовых факторов (0)M  и ,R  
обусловленное податливостью основной части 
зуба. 

Выразим погонную нагрузку (0)w  и угол 
начального неприлегания зубьев   через по-
гонную нагрузку в среднем сечении зуба w  
(см. рис. 3) и определяемый по формуле 
А.И. Петрусевича [14] теоретический коэффи-
циент неравномерности распределения на-
грузки на основном участке зуба 

K  без учета 
влияния на него силовых факторов (0)M  и .R  
Тогда запишем 

  
  2 1 ;wB K

c
  (6) 

 
  (0) ( 0) .w wK y z c   (7) 

Здесь B  — длина основной части зуба; c  — 
удельная жесткость зацепления в его основной 
части, 

 1/(2 ) 0,075 ,Wc E    

где W  — податливость зуба при приложении 
нагрузки в средней по высоте части [13, 14]. 

Для аналитического определения входящей 
в состав уравнения (5) удельной жесткости за-
цепления на участке повышенной податливо-
сти pc  найдем составляющие суммарной подат-
ливости зуба солнечной шестерни, вызванные 
деформациями сдвига  ,Q  изгиба M  и сжатия 
 ,N  а также осадкой основания 0 ,  составля-
ющей 20…30 % деформации зуба. 

Для этого представим поперечные сечения 
зуба в виде трапеций (рис. 4), используя интег-
ралы Мора: 

 
Рис. 2. Схема зацепления колес с повышенной 

податливостью зубьев у торцов 

 
Рис. 3. Схема распределения нагрузки  

по длине зуба 
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Здесь WH  — высота зуба от крайней точки его 
ломаного сечения до места приложения силы; 
  — координата, отмеряемая по высоте зуба 
от места приложения силы; h — плечо силы от-
носительно центра изгиба зуба, определяемого 
в соответствии с гипотезой ломаных сечений; 
  — координата, отмеряемая от места прило-
жения силы в направлении прямой бокового 
профиля зуба; WS  — толщина зуба в месте при-
ложения силы, которая при коэффициенте 
смещения исходного контура солнечной ше-
стерни  0x  и приложении силы в средней по 
высоте части зуба определяется как 
   0,5 ,WS S m  

где S  — толщина зуба на делительной окруж-
ности; m — модуль зацепления. 

Тогда жесткость зацепления на рассматри-
ваемом участке, учитывающая податливость 
зуба солнечной шестерни и контактную подат-
ливость сопряжения   4/H E  [13, 14], вычис-
ляется по формуле 

 
 


      

1 .
1,3p

M Q N H
c   (8) 

Дифференцируя выражение (1) по x дважды 
с учетом соотношения  ( ) ( )y x y x  и уравне-
ний (2)–(5), (8), получаем 

 
 

2
IV II1,2 cos( ) ( )p ncw x w x

FG
 

 
 

2cos ( ) 0,p nc w x
IE

 (9) 

Решение уравнения (9) методом Эйлера име-
ет вид 
      1 2( ) sin cosx xw x C e x C e x  
     3 4sin cos .x xC e x C e x  (10) 
Здесь 1 4...C C  — постоянные интегрирования, 
определяемые из граничных условий; 


2

4
12 coscos ;p nSc

S HE
 

 
2

4
12 cossin ;p nSc

S HE
 

  
 

0,6 1 cos
0,5arccos ,

3 ( )
n

pHE Sc
 

где   — коэффициент Пуассона материала ко-
лес (для стали   0,25).  

Используя выражения (7), (10) и (5), полу-
чаем 
 

    2 4(0) ( 0) ;w C C wK y z c   (11) 
      

I I(0) ( 0) .pw c y z   (12) 
В соответствии с уравнениями (1), (3) и (5) 

запишем следующие равенства: 
при  0x  

   
 

II

2
0

(0) 1 1,2 (0)( ) ;
cos

l

p n

w ww x xdx
c IE FG

  (13) 

при x l  

 


II

2

( ) 1,2 ( ) .
cosp n

w l w l
c FG

  (14) 

Силовые факторы R  и (0)M  находят с по-
мощью выражений (3), (4) и (10). Для опреде-
ления входящих в состав уравнений (11) и (12) 
величин ( 0)y z  и I ( 0)y z  выразим их через 

(0)M  и R  по формулам сопротивления мате-
риалов в соответствии со схемой рис. 5, рас-
сматривая зуб как пластину большой длины 
толщиной  0,5S m  и высотой  2 .H m  

 
Рис. 4. Схема зуба сателлита  

и его ломаного сечения 
 

 
Рис. 5. Схема к определению перемещений точек 

основной части зуба под действием 
сосредоточенных силы и момента   ( cos )zh h z  
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Используя для решения этой задачи инте-
гралы Мора и учитывая, что  ,WB H  получа-
ем (см. рис. 5) 
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Здесь 
    arctg / ;Wz H      sin ;Wh H  

    cos ;Wdh H d      / cos ,L H  
где   — угловая координата. 

С учетом соотношений (6) и (15) выражения  
(11) и (12) принимают следующий вид: 
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После преобразований и решения уравне-
ний (13), (14), (16) получаем постоянные инте-
грирования 1 4...C C  и, подставляя их в выраже-
ние (10), определяем закон изменения погон-
ной нагрузки на консольном участке зуба 
сателлита. 

Для нахождения закона распределения 
нагрузки на наиболее нагруженной части зуба 
на основном его участке длиной B  используем 
уравнение совместности перемещений 
   

   ( )w z wK c z y z  

или с учетом выражений (6) и (15) запишем 

  

 







       
         

       
    

2 4
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На базе численного решения приведенных 
уравнений при  2 ,H m   ,WH m      20n W  
( W — угол зацепления колес) и   0,25  по-
строены графические зависимости относитель-
ной погонной нагрузки  ( )XW w X w  от отно-
сительной координаты X x m  и относитель-
ной погонной нагрузки  ( )ZW w Z w  от 
относительной координаты Z z m  (рис. 6 и 7). 

Для определения закона распределения 
нагрузки по длине зуба у противоположного 
торца колеса использован тот же метод, но при 
угле начального неприлегания зубьев   0.  

Среднее значение погонной нагрузки в за-
цеплении колес с податливыми зубьями у тор-
цов сателлита, выраженное через погонную 
нагрузку в среднем сечении зуба сателлита w, 
имеет вид 

          
  




 
0,5

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

1 ,
2

l B

W w x w x dx w z w z dz

B l

 

где ( )w x , ( )w z  — погонные нагрузки на участ-
ках с углом начального неприлегания зубьев 
  0.  

 

 
Рис. 6. Зависимости относительной погонной 

нагрузки ZW  от относительной  
координаты Z  (а) и относительной координаты 

XW  от относительной координаты Z  (б)  
при 

  2,0,K  / 1,5l m  и /B m  20 ( ) и 40 ( ) 
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Тогда коэффициент неравномерности рас-
пределения нагрузки в зацеплении колес с по-
датливыми зубьями у торцов сателлита 

   max max( )/ ( ) / ,K w Z W W Z w W  

где maxZ  — относительная координата Z, соот-
ветствующая максимальной нагрузке. 

Коэффициент неравномерности распределе-
ния нагрузки в зацеплении колес с жесткими 
зубьями такой же длины  ( 2 )Wb B l  опреде-
ляется как 

    
   2 1 .lK K K

B
 

Нагрузочная способность ПП при прочих 
равных условиях обратно пропорциональна 
коэффициенту неравномерности распределе-
ния нагрузки в зацеплении колес. В связи с 
этим соотношение между указанными показа-
телями работы ПП 
  / / ,T T K K  

где T  и T  — нагрузочные способности пере-
дачи с податливыми и жесткими зубьями са-
теллита. 

Из выполненных по приведенным зависи-
мостям расчетов следует, что при  2 ,l m  

  2 15Wb B l m  и угле начального неприлега-
ния зубьев ,  соответствующем 

 1,5K  нагру-
зочная способность ПП с податливыми зубья-
ми сателлита T  в 1,1 раза больше, чем у ПП с 
жесткими зубьями сателлита T, т. е.  / 1,1.T T  

Выводы 
1. Выполнение зубьев сателлитов ПП подат-

ливыми в их торцовой части ведет к снижению 
неравномерности распределения нагрузки в 
зацеплении колес, что положительно сказыва-
ется на нагрузочной способности привода (она 
возрастает примерно на 10 %). 

2. Полученные в результате исследования 
указанной рациональной конструкции ПП зави-
симости позволяют определить коэффициент 
неравномерности распределения нагрузки по 
ширине зубчатого венца сателлита и необходи-
мую для расчета механизма на прочность мак-
симальную погонную нагрузку в зацеплении. 
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