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Предложен метод параметрической идентификации эффективного коэффициента 
теплопроводности как функции температуры теплового аккумулятора в виде элемен-
та обеспечения системы теплового режима. Это устройство работает по принципу 
плавление — кристаллизация при циклической тепловой нагрузке, что характерно 
для приборно-агрегатного оборудования, функционирующего в составе космического 
аппарата на орбитах Земли. Рассмотрен тепловой режим исследуемого аккумулятора 
в атмосферных условиях, т. е. при лучисто-конвективном тепловом воздействии. 
Оценка теплового режима такого устройства затруднена вследствие неопределенно-
сти нахождения его тепловой межслоевой проводимости на участке плавления — 
кристаллизация, так как этот процесс может сопровождаться термогравитационной 
конвекцией. Определение эффективной тепловой проводимости исследуемого 
устройства является одной из важнейших задач проектирования системы теплового 
режима. Для идентификации эффективного коэффициента теплопроводности пла-
вящегося вещества как функции температуры решена задача поиска минимума сред-
неквадратичной ошибки между теоретическим и экспериментальным температурны-
ми полями в местах установки датчиков температур. В качестве численного метода 
оптимизации выбран метод сопряженных направлений как наиболее точный метод 
первого порядка сходимости. 
Ключевые слова: фазовый переход, система обеспечения теплового режима, метод 
сопряженных направлений, метод итерационной регуляризации 

The paper proposes a method for parametric identification of the effective thermal conduc-
tivity coefficient as a function of the thermal accumulator temperature in the form of an el-
ement supporting the thermal regime system. This device operates on the melting — crys-
tallization principle under the cyclic thermal load, which is typical for instrumentation 
equipment operating in the spacecraft system in the Earth orbits. Thermal regime of the bat-
tery under study is considered in the atmospheric conditions, i.e. under the radiant-
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convective thermal action. Assessing thermal regime of such a device is rather difficult due 
to uncertainty in its thermal interlayer conductivity position in the melting — crystallization 
section, since this process could be accompanied by the thermo-gravitational convection. 
The task of determining effective thermal conductivity of the device under study is one of 
the most important in designing a thermal system. To identify the effective thermal conduc-
tivity coefficient of the melting substance as a function of temperature, the problem of find-
ing the minimum root-mean-square error between the theoretical and experimental tem-
perature fields at the temperature sensors installation points was solved. The conjugate di-
rection method was chosen as the numerical optimization method being the most accurate 
technique in the first order convergence. 
Keywords: phase transition, thermal regime support system, conjugate directions method, 
iterative regularization method 

При проектировании систем обеспечения теп-
лового режима все чаще применяют устрой-
ства, работающие по принципам фазового пе-
рехода, так как в этом случае возрастает коли-
чество потенциально возможной отводимой 
теплоты от приборно-агрегатного оборудова-
ния. Одним из таких элементов системы обес-
печения теплового режима является тепловой 
аккумулятор (ТА), функционирующий по 
принципу плавление — кристаллизация. 

Существенный вклад в развитие теории 
проектирования теплового режима космиче-
ских аппаратов с использованием ТА внесли 
такие ученые, как Р.М. Копяткевич, 
В.А. Алексеев, О.М. Алифанов и А.В. Ненаро-
комов. Обычно ТА устанавливают на вынос-
ные радиаторы-конденсаторы для минимиза-
ции его площади и в качестве предохранителя 
от вывода из эксплуатации одной из аксиаль-
ных тепловых труб (вследствие пересыхания 
их капиллярно-пористой структуры), которые 
перераспределяют теплоту по поверхности ра-
диатора [1–3]. 

Цель работы — определение эффективной 
тепловой удельной проводимости ТА на основе 
экспериментальных температурных измерений. 

 
Тепловая физико-математическая модель ТА. 
Рассмотрим ТА в виде набора параллельных 
тепловых трубок, по которым движется тепло-
носитель, и они контактируют с плавящимся 
веществом. Принципиальная тепловая расчет-
ная схема ТА приведена на рис. 1. 

При идентификации коэффициента тепло-
отдачи от поверхности корпуса ТА к теплоно-
сителю сначала необходимо решить прямую 
задачу теплового режима изделия. 

Тепловые физико-математические модели 
устройства имеют следующий вид [4, 5]: 

• для ТА 
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• для стенки тепловой трубы (далее стенка) 
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Рис. 1. Принципиальная тепловая расчетная  
схема ТА 
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• для теплоносителя 
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где ,sT  срT  wT  и fT  — температура теплоакку-
мулирующего вещества (ТАВ), внешней среды, 
стенки и теплоносителя, К; ,y x  — координаты 
в декартовом пространстве, м;   — время, c; 

sC  — удельная теплоемкость ТАВ, Дж/(кгК); 
тв  и ж  — плотность твердой и жидкой фазы 
вещества в ТА, кг/м3;   и w  — коэффициент 
теплопроводности ТАВ и стенки, Вт/(мК); 

падq  — падающий удельный тепловой поток, 
Вт/м2; T  — расчетная температура, К;   — сте-
пень черноты поверхности ТА;   — постоян-
ная Стефана — Больцмана, Вт/(м2К4); к  — 
коэффициент свободной конвективной тепло-
отдачи газа к стенке, Вт/(м2К4); yl  — конечная 
расчетная длина вдоль оси y, м;   — толщина 
стенки, м; q  — подводимый тепловой поток, 
Вт/м2; плT  — температура плавления ТАВ; плr  — 
скрытая теплота плавления; wC  и fC  — массо-
вая теплоемкость стенки и теплоносителя, 
Дж/К; э  — коэффициент теплоотдачи от 
внутренней поверхности тепловой трубы к теп-
лоносителю, Дж/(кгК); G  — объемный расход, 
м3/c; d  — диаметр тепловой трубы, м. 

Для определения коэффициента свободной 
конвективной теплоотдачи газа к стенке вос-
пользуемся критериальным соотношением [4, 5] 
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Nu 0,348 ,Prg Tl  

где Nu  — число Нуссельта; g — ускорение сво-
бодного падения, м/c2; β  — коэффициент ли-
нейного расширения, 1/К; T  — разница тем-
ператур; l — характерный размер, вдоль кото-
рого происходит движение воздушной среды, 
м;   — кинематическая вязкость, Пас; Pr — 
число Прандтля. 

Из этой формулы получаем аналитическое 
выражение для коэффициента свободной кон-
вективной теплоотдачи газа к внешней стен-
ке ТА 
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где в  — теплопроводность воздуха, Вт/(мК). 

Число Нуссельта для течения теплоносителя 
в тепловых трубах, отводящих тепловую энер-
гию от ТА, определяется из соотношения для 
ламинарного режима течения 

 

  




 



0,2
0,8 0,3

ст

PrNu 0,021Re Pr
P

Re

;
r

,vd
 

где Re  — число Рейнольдса; стPr  — число 
Прандтля у стенки; v  — скорость течения, м/c; 

Тогда выражение для определения коэффи-
циента теплоотдачи от внутренней стенки тру-
бы к теплоносителю принимает вид 
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Эту систему уравнений решают численно 
при линеаризации лучисто-конвективного теп-
лового потока относительно температуры, взя-
той с предыдущего временного слоя. Частное 
дифференциальное уравнение для плавящегося 
вещества решают конечно-разностным мето-
дом неявной схемы путем решения линейных 
уравнений, получаемых при линеаризации лу-
чисто-конвективного теплового потока. 

Для решения обыкновенных дифференци-
альных уравнений, описывающих изменение 
среднеобъемной температуры стенки и тепло-
носителя, используют метод Рунге — Кутта чет-
вертого порядка точности [4, 5]. 

Если  плsT T , то 
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и имеет место фазовый переход. 
Тогда уравнение для ТАВ принимает вид 
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Здесь Q  — количество теплоты накапливаемой 
тепловой энергии теплоаккумулирующим ве-
ществом, Вт; F  — площадь контакта теплоно-
сителя с ТАВ, 

   22 ,F L d n  

где 2d  — внешний диаметр тепловой трубы; 
L  — длина тепловой трубы, м; n  — число теп-
ловых труб.  
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В зависимости от соотношения температур 
ТАВ sT  и плавления плT  имеем различные 
начальные условия: 

• при  плsT T   0 ;Q Q  
• при  плsT T   пл пл ,sQ mQ r  

где sm  — масса плавящегося вещества, кг. 
Используя схему Эйлера, получаем выраже-

ние для количества теплоты 
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В зависимости от значения температуры 
ТАВ принимаем следующие параметры: 

• при  плsT T  — тв  и тв ;pC  
• при  плsT T  — ж  и ж ;pC  
• при  плsT T  — э  и э .pC  

Здесь тв ,  ж ,  э  и тв ,pC  ж ,pC  эpC  — коэф-
фициенты теплопроводности и изобарные теп-
лоемкости для твердой, жидкой фазы и фазы на 
линии насыщения соответственно, 
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При плавлении ТАВ в ТА остается нерешен-
ным вопрос о термическом межслоевом контак-
те, который может сопровождаться термограви-
тационной конвекцией в жидкой фазе. Поэтому 
далее будем рассматривать эффективный коэф-
фициент теплопроводности, восстановление ко-
торого является актуальной задачей. 

Представим зависимость коэффициента эф-
фективной теплопроводности ТАВ в ТА как 
функцию ее температуры при аппроксимации 
линейно-непрерывными базисными функция-
ми в следующем виде [6–9]: 
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где  р  — параметризированный коэффициент 
теплопроводности; 
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Рассмотрим восстановление эффективного 
коэффициента теплопроводности (с начала 
эффекта термической реакции плавления) на 
основе среднеквадратичного функционала не-
вязки между теоретическим и эксперименталь-
ным полями температур ТА 
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где max  — максимальное расчетное время; 
 ,T y  — температура ТА, измеренная в месте 

установки температурного датчика (далее дат-
чик), К. 

Чтобы достичь требуемой сходимости за 
минимальное число итераций, использован ме-
тод безусловной минимизации функционала 
( )рS  c применением метода сопряженных 

градиентов как наиболее точного метода перво-
го порядка. 

Последовательный алгоритм метода сопря-
женных градиентов можно представить в сле-
дующем виде [5–8]: 
    1 1,n n n    

где    1 .n
n

np  
Направление спуска в методе сопряженных 

направлений определяется из следующих вы-
ражений: 
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Критерием останова итерационного процес-
са является выражение 
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Здесь sum  — погрешность входных данных, 
вычисленная в той же метрике, что и целевой 
функционал, 
       sum окр ,a f  

где a  — накапливаемая погрешность измере-
ний;  f  — погрешность входной температуры 
ТА; окр  — погрешность округления. 

Погрешность входной температуры ТА 
определяется выражением 
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где L  — систематическая погрешность. 
Градиент целевого функционала принимает 

вид 
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Одной из задач при использовании гради-
ентных методов оптимизации является поиск 
компоненты градиента целевого функционала 

    ,р рT  для чего достаточно продиффе-
ренцировать постановку прямой задачи тепло-
обмена по параметризированному коэффици-
енту теплопроводности [10–12].  

Приведем сопряженную постановку задачи 
к искомой постановке задачи теплообмена 
внутри ТА: 

• для ТА 
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• для стенки 
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• для теплоносителя 
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Тогда на участке плавления производные 
теплофизических характеристик по параметри-
зированному коэффициенту теплопроводности 
принимают следующий вид: 
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Изменение количества теплоты ТАВ от па-
раметризированного коэффициента теплопро-
водности определяется выражением 
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Выражение для производной от коэффици-
ента теплоотдачи по параметризированному 
коэффициенту теплопроводности при свобод-
ной конвекции имеет вид 
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Данную сопряженную систему по поиску 
компонент градиента целевого среднеквадра-
тичного функционала невязки также решаем 
численно, как и постановку прямой задачи теп-
лообмена при уже рассчитанных температурах 
ТА на текущих временных слоях. 

Для получения шага спуска в методе сопря-
женных градиентов рекомендовано использо-
вать метод итерационной регуляризации [6], 
суть которого заключается в нахождении пара-
метра алгоритма, обеспечивающего минимум 
целевого функционала невязки на каждой ите-
рации. 

Используя принцип суперпозиции [6], за-
пишем выражение целевого функционала на 
следующей итерации 
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где сп  — шаг спуска в методе сопряженных 
направлений. 
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Для нахождения оптимумов шагов спуска 
продифференцируем по двум шагам данную 
вариацию и приравняем к нулю. Отсюда полу-
чаем аналитическое выражение для оптимума 
шага спуска 
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Таким образом, алгоритм, реализующий ме-
тод определения эффективного коэффициента 
теплопроводности ТА, включает в себя следу-
ющие шаги: 

1) задание начального приближения для ко-
эффициента теплопроводности и выбор базис-
ной функции, учитывающей его зависимость от 
температуры ТА; 

2) решение прямой задачи прогрева ТА ме-
тодом конечных разностей (методом рассредо-
точенных параметров [4, 5]) при задании 
начально-граничных условий расчета (тепло-
вых подводимых мощностей и температуры ТА 
в начальный момент времени), моделируя 
условия штатной эксплуатации конструкции; 

3) составление среднеквадратичной ошибки 
между теоретическим и экспериментальным 
температурными полями ТА в местах установ-
ки датчиков; 

4) решение двух сопряженных задач по по-
иску компонент градиента целевого функцио-
нала невязки между теоретическим и экспери-
ментальным температурными полями ТА; 

5) вычисление шага спуска методом сопря-
женных направлений на основе метода итера-
ционной регуляризации; 

6) получение следующего приближения па-
раметризированного эффективного коэффици-
ента теплопроводности ТА (с начала эффекта 
термической реакции плавления); 

7) проверка критерия останова итерационно-
го процесса; в случае его выполнения парамет-
ризированные величины считаются искомыми, 
иначе необходимо повторить пункты 1–6. 

 
Анализ вычислительных свойств метода. Для 
валидации разработанного метода проведен 
модельный эксперимент с ТА, работающим на 
парафине, где при фазовом переходе имеет ме-
сто термогравитационная конвекция. Модель 
позволяет идентифицировать эффективный 

коэффициент теплопроводности, который от-
ражает распределение тепловой энергии за счет 
теплопроводности и межслойной конвекции, 
возникающей при плавлении ТАВ. 

Испытания проводили при атмосферных 
условиях. Температура воздуха составляла 
25 °С, длина прогрева — 0,05 м. В качестве ТАВ 
выступал парафин. Результаты измерения тем-
пературы ТА и ее оболочки [13] шестью датчи-
ками, установленными на соответствующей 
глубине, при нагреве ТА тепловым потоком  
q = 30 кВт/м2, подводимым медным нагревате-
лем, приведены на рис. 2. 

При итерационном уточнении параметри-
зированного эффективного коэффициента теп-
лопроводности ТАВ по итерациям будет вос-
станавливаться температурное поле, стремясь к 
экспериментальному аналогу, приведенному на 
рис. 1. Экспериментальная и расчетные зави-
симости температуры ТА в месте установки 

 
Рис. 2. Экспериментальные зависимости температур 

оболочки ТА ( ) и ТА на глубине 0,01 ( ),  
0,02 ( ), 0,03 ( ), 0,04 ( ) и 0,05 м ( )  

от времени 

 
Рис. 3. Экспериментальная ( ) и расчетные 

зависимости температуры ТА на первой ( ), 
второй ( ), третьей ( ) и четвертой ( ) 

итерациях от времени 
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первого датчика на первой–четвертой итераци-
ях от времени приведены на рис. 3. 

Как видно из рис. 3, по форме эксперимен-
тальная динамика нагрева отличается от рас-
четных, что является следствием неопределен-
ности в постановке прямой задачи теплообме-
на, теплофизических свойств и др. 

Эти погрешности оказывают существенное 
влияние на время начала фазового перехода, 
наличие которого приводит к существенной не-
корректности при оптимизационном поиске 
эффективного коэффициента теплопроводно-
сти. Однако при значительном тепловом нагру-
жении его влияние снижается. В рассматривае-
мом случае адекватность идентифицируемой 
тепловой проводимости косвенно определяется 
схожим выходом на стационарный режим. 

Итерационную температурную сходимость 
также можно оценить по среднеквадратичному 
отклонению расчетной температуры ТА в ме-
стах установки датчиков от экспериментально-
го значения в зависимости от номера итерации. 
Такая сходимость показана на рис. 4. 

Зависимость идентифицируемого эффек-
тивного коэффициента теплопроводности па-
рафина от температуры приведена на рис. 5. 
Там же показан реальный коэффициент тепло-
проводности парафина в жидком состоянии. 

Как видно из рис. 5, расчетное значение эф-
фективного коэффициента теплопроводности 
парафина больше, чем его значение в жидком 
состоянии. Это объясняется наличием термо-

гравитационной межслоевой конвекции внутри 
ТА при достижении температуры плавления, и, 
как следствие, более низким удельным терми-
ческим межслоевым сопротивлением. 

Выводы 
1. Разработан метод параметрической иден-

тификации эффективного коэффициента теп-
лопроводности ТА (с начала эффекта термиче-
ской реакции плавления) при наличии термо-
гравитационной конвекции как функции 
температуры методом итерационной регуляри-
зации в приближении однонаправленного про-
грева для атмосферных условий тепловой отра-
ботки ТА. 

2. Продемонстрированы результаты приме-
нения разработанного алгоритма на примере 
определения эффективного коэффициента теп-
лопроводности ТА, работающего на парафине 
при нагреве тепловым потоком 30 кВт/м2. 

3. Анализ полученных результатов показал, 
что при таком уровне температур ТА эффек-
тивный коэффициент теплопроводности будет 
находиться в пределах 0,16…0,56 Вт/(мК). 

4. Предложенный метод определения тепло-
вой проводимости ТА, работающих на фазовом 
переходе, является принципиально новым. Со-
зданный алгоритм можно использовать и в бо-
лее широком температурном диапазоне для 
уточнения тепловых физико-математических 
моделей систем обеспечения теплового режима.

 
Рис. 4. Зависимость среднеквадратичного 

отклонения температуры ТА при восстановлении 
эффективного коэффициента теплопроводности  

от номера итерации 
 

 
Рис. 5. Зависимости идентифицируемого 

эффективного коэффициента теплопроводности 
парафина ( ) и его реального значения в жидком 

состоянии ( ) от температуры ТА 
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