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Исследована устойчивость трубопровода, левый конец которого закреплен в упругой 
шарнирной опоре и дополнительно опирается на две упругие опоры. Уравнение воз-
мущенного движения решено с применением метода разложения решения по формам 
собственных колебаний с дальнейшим использованием процедуры метода Бубнова — 
Галеркина. Применены два варианта систем собственных форм: стержня с упругими 
опорами и стержня, закрепленного на одном конце. В первом случае частоты и фор-
мы собственных колебаний определены с применением метода начальных парамет-
ров, во втором реакции упругих опор введены в уравнения с помощью дельта-
функции. На плоскости параметров, характеризующих скорость и погонную массу 
протекающей по трубопроводу жидкости, построена граница области устойчивости с 
варьированием жесткостей упругих опор. 
Ключевые слова: упруго закрепленный трубопровод, прямолинейная форма равно-
весия, параметры потока жидкости, границы области устойчивости 

The paper studies stability of a pipeline, which left end is fixed in the elastic hinged sup-
port and rests on two additional elastic supports. The perturbed motion equation was 
solved using the method of solution decomposed into the natural oscillation modes with 
further use of the Bubnov-Galerkin method procedure. Two options of the rod own shape 
systems were used: with the elastic supports and fixed only at one end. In the first case, 
natural frequencies and shapes were determined using the initial parameters method. In 
the second case, the elastic supports reaction was introduced into the equations using the 
delta function. The stability region boundary with varying rigidities of the elastic supports 
was constructed based on the parameter plane characterizing the liquid flow speed and 
linear mass. 
Keywords: elastically fixed pipeline, rectilinear equilibrium form, liquid flow parameters, 
stability region boundaries 

Несмотря на почти столетний период развития 
исследования устойчивости систем при некон-
сервативном нагружении, интерес ученых к 
этому разделу механики не снижается. Это свя-
зано с увеличением области применения ре-
зультатов таких исследований и расширением 

выявленных особенностей, свойственных не-
консервативным системам. 

Изложенное относится и к задачам устойчи-
вости трубопроводов с протекающей по ним 
жидкостью, которым, начиная с пионерской 
работы Пайдуссиса [1], посвящено много пуб-
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ликаций, например [2–7]. Применяются раз-
личные методы, являющиеся той или иной ин-
терпретацией динамического исследования 
устойчивости [8]: метод разложения по некото-
рым базисным функциям, метод конечных эле-
ментов и метод дифференциальных квадратур. 
Усложняются расчетные схемы по свойствам 
материалов и конструктивному исполнению 
устройств, исследуемых на устойчивость [9, 10], 
изучается устойчивость нанотрубок [4, 11]. 

Большая часть работ по устойчивости тру-
бопроводов предполагает постоянство скоро-
сти протекающей жидкости. В тех технических 
устройствах, где можно использовать трубо-
проводы с переменной скоростью протекания 
жидкости, изучаются параметрические коле-
бания. 

Так, в трудах [12–15] исследованы парамет-
рические резонансы при гармоническом изме-
нении скорости протекания жидкости по трубо-
проводу. Показано, что на характер поведения 
трубопровода и тип потери его устойчивости 
существенно влияет способ его закрепления. 
Некоторые результаты в этом направлении при-
ведены в работе [16]. 

Цель работы — исследование устойчивости 
упруго закрепленного трубопровода. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим прямолиней-
ный трубопровод, один конец которого будем 
считать упруго закрепленным в шарнирной 
опоре с коэффициентом жесткости на изгиб-
ный поворот сечения 0с , а другой — свободным 
от закрепления (рис. 1). Кроме того, в сечени-
ях A  и B  трубопровод опирается на две упру-
гие опоры жесткостью .с  Длины пролетов 0l  
принимаем одинаковыми. Несложно обобщить 
задачу и на случай различных жесткостей опор 
и геометрических характеристик их располо-
жения. 

По трубопроводу, расчетная схема которого 
принята как стержень с прямолинейной осью, 
длиной ,l  изгибной жесткостью EI  и погонной 
массой 0 ,m  со скоростью v  движется жидкость 
погонной массой .m  Поперечные перемещения 

сечений трубопровода обозначим через 
( , ),w x t  где x — продольная координата; t — 

время. 
Будем трактовать жидкость как подвижную 

нагрузку на трубопровод с интенсивностью сил 
инерции, равной 2 2 .md w dt  Здесь под опера-
тором 2 2d dt  понимаем полную производную 
по времени, вычисляемую следующим образом: 

     
   

2 2 2 2
2

2 2 2
2 .d v v

dt t x t x
 

Первый член в правой части этого выраже-
ния учитывает обычную нормальную силу 
инерции Даламбера. Второй член соответствует 
кориолисову ускорению из-за поворота потока 
частиц жидкости. Третий член связан с центро-
бежными силами, определяемыми кривизной 
потока при колебаниях трубопровода. 

Уравнение малых колебаний около невоз-
мущенной прямолинейной формы равновесия 

( 0)w  запишем как 

        
    

4 2 2 2
2

04 2 2
2w w w wEI m m mv mv

x t x t x
 

 


   
2

1
( ) 0,k k

k
cw x x  (1) 

где ( )x  — дельта-функция, с помощью кото-
рой учтены реакции опор в сечениях трубопро-
вода  1 0 3x l l  и 2 02 2 3;x l l   k — номер 
пролета. 

Уравнение (1) необходимо дополнить гра-
ничными условиями, которые будут обсуждены 
при определении собственного спектра системы. 

Введем следующие безразмерные параметры: 

 
0 0 2

0 0
22 40

0

1; ; ; ;

; ; ,

EI mx l t
l m m m

c lml clv
EI EI EI

        


     
 (2) 

где   — координата;   — время; 0  — харак-
терная частота;   — относительная масса жид-
кости;   — безразмерная скорость протекания 
жидкости; 0  — жесткость упругого шарнира; 
  — жесткость упругих опор. 

С учетом безразмерных параметров уравне-
ние возмущенного движения (1) принимает вид 

            
  

4 2 2

4 2
1 2 1w w w  

      


       
 

2 2
2

2
1

1 1 0,k
k

w  (3) 

где k  — безразмерная координата k-го про-
лета. 

 
Рис. 1. Схема упруго закрепленного трубопровода 
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Определение спектра собственных колебаний. 
Границы области устойчивости на плоскости 
параметров потока жидкости   будем стро-
ить с помощью метода разложения решения 
уравнения возмущенного движения по формам 
собственных колебаний пустого трубопровода. 
Определим спектр собственных колебаний си-
стемы со всеми упругими опорами (рис. 2). 

В этом случае уравнение возмущенного 
движения (1), решение которого предполага-
лось представить в виде ряда по формам соб-
ственных колебаний, следует принять без чле-
нов, учитывающих реакции опор в сечениях A  
и B , так как работа этих опор будет учтена в 
соответствующих собственных формах, т. е. 

        
    

4 2 2 2
2

04 2 2
2 0,w w w wEI m m mv mv

x t x t x
 

или с учетом соотношений (2) в безразмерном 
виде 

            
  

4 2 2

4 2
1 2 1w w w  

      


2
2

2
1 0.w  (4) 

Для определения собственного спектра тру-
бопровода как упруго закрепленного стержня 
воспользуемся методом начальных параметров. 
Для удобства аналитических вычислений вве-
дем местную безразмерную координату для 
каждого пролета   0x l  и принимающую 
значения в диапазоне 0 1.    Пронумеруем 
характерные сечения так, как это показано на 
рис. 2. 

Уравнения свободных изгибных колебаний 
для прогиба ( , )kw x t  каждого пролета трубо-
провода при   00 x l  запишем как 

    
 

4 2

04 2
0, 1, 2, 3.k kw wEI m k

x t
 

Решения уравнений свободных изгибных 
колебаний для прогиба представим в виде 

         , sin ,k kw x t x t  

где  ( )k x  — k-я форма колебаний системы; 
  — частота собственных колебаний системы; 
  — начальная фаза. 

В случае безразмерной координаты   для 
формы колебаний  ( )k  имеем уравнение 

    


4
4

4
0,k

k
d
d

   1, 2, 3,k  

где   4 2 4
0 0 /( ).m l EI  

Это уравнение дополним граничными усло-
виями для левого конца первого пролета, где 
нормальный прогиб 1( , )w x t  равен нулю и где 
при повороте сечения на угол 1dw dx  возника-
ет изгибающий момент 2 2

1 ,EI d w dx  равный 
0 1 ,c dw dx  и для правого конца третьего проле-

та, где обращаются в нуль изгибающий момент 
и поперечная сила: 
 1 0;w  

   
  

2
3 1

02

w w  при   0;  

   
  

2 3
3 3

2 3
0w w  при  1.  

Условия стыковки решений в сечениях A  и 
B  на границах пролетов запишем как 

 1;k kw w    
 

1 ;k kw w    
  

2 2
1

2 2
;k kw w   

1, 2.k  
Поперечная сила  3 3

k kQ EI d w dx  в этих же 
сечениях при переходе с k-го пролета на (k+1)-й 
претерпевает скачок, равный усилию в опоре 

kcw . Обозначая безразмерную жесткость упру-
гих опор через   3

0 ,cl EI  получаем 

   
  

3 3
1

3 3
,k k

k
d w d ww
d d

   1, 2.k  

Нормальную фундаментальную систему для 
случая собственных изгибных колебаний сфор-
мируем на основе функций Крылова [17] сле-
дующим образом: 

               1
1 ;ch cos
2

K  

                2
1 ;sh sin
2

K  

               3
1 ;ch cos
2

K   

               4
1 .sh sin
2

K  

 
Рис. 2. Схема к определению спектра  

собственных колебаний системы  
со всеми упругими опорами: 

1–6 — номера сечений 
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Учитывая свойства функций Крылова и 
принимая     ,z  запишем 

    1 4 ;d K z K z
dz

      2 1 ;d K z K z
dz

  

    3 2 ;d K z K z
dz

      4 3 .d K z K z
dz

 

Нормальная фундаментальная система ре-
шений Коши уравнения свободных колебаний, 
на основе которой образован вектор     ,K  
будет иметь вид 

  

 

 

 

 

   
 
   

 
    

   
 

 
   

 

1

2

32

43

1

.1

1

K

K

K

K

K  (5) 

Каждому сечению с номером i  поставим в 
соответствие вектор 

    T
i i i ii M Qv , 

где i  — перемещение; i  — угол поворота, 
   / ;i i id d  iM  и iQ  — изгибающий момент 

и поперечная сила. 
С учетом граничных условий векторы для 

первого (упругий шарнир, 1)i  и шестого 
(свободный конец,  6i ) сечений трубопровода 
принимают соответствующий вид: 

      T
1 0 1 11 0 ;Qv     T

6 66 0 0 .v  

Согласно методу начальных параметров, со-
ставим матрицу   ( )K  размера 4 4,  первая 
строка которой состоит из функций (5), вто-
рая — из их первых производных, третья — из 
вторых производных, четвертая — из третьих 
производных от функций Крылова. При   0  
матрица становится единичной. 

Матрица перехода, определяющая вектор в 
сечении конца пролета 1iv  по вектору iv  в се-
чении его начала, имеет вид 

       

       

       
       

 
           
         

    
 
           

 
              

, 1

1 2 3 42 3

4 1 2 32

2
3 4 1 2

3 2
2 3 4 1

1 1 1

1 1
.

1

i i

K K K K

K K K K

K K K K

K K K K

P

 

Векторы 1iv  и iv  для нечетных номеров се-
чений i связаны соотношением 
  1 , 1 .i i i iv P v  

Для четных номеров векторов при переходе 
через упругую опору имеем матрицу перехода 

 , 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 1

i i

 
 

  
 
  

R  

и соотношение, связывающее векторы 1iv  
и iv , 
  1 , 1 .i i i iv R v   (6) 

Векторы, учитывающие граничные условия 
в системе, связаны следующим образом: 
   2

6 1v P RP v .  (7) 

Введем следующие векторы: 

   
T0 1 0 0 ;m       

T0 0 1 0 ;n  

   
T0 0 0 1 .p  

С учетом соотношений (6) и (7) вычислим 
вспомогательные векторы 
      2

0 ;f P RP m n      2 .g P RP p  

Тогда связь между изгибающим момен-
том 1M  и поперечной силой 1Q  в заделке и 
вектором 6v , учитывающим краевые условия 
на свободном конце, определяется выражением 

 

 
         
 
 
 

6

6
1 1 6( ) ( )

0
0

Qf g v . 

Из условия нетривиальности решения одно-
родной системы уравнений относительно 1  и 

1Q  (третье и четвертое уравнения) имеем ча-
стотное уравнение 

             3 4 4 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,f g f g  (8) 

где  ( )  — определитель этой системы. 
Формула (8) есть трансцендентное уравне-

ние относительно частотных параметров  .  
После определения корней k  этого уравнения 
частоты собственных колебаний системы опре-
деляются как 
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2
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   1, 2, 3,k . 
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Чтобы проверить правильность аналитиче-
ского построения уравнения (8), для частотных 
параметров k  проведены вычисления при по-
воротной жесткости шарнира  0 500  и линей-
ной жесткости опор A  и B    0,1.  В этом слу-
чае по существу имеем стержень длиной 03 ,l  
защемленный на одном конце. В результате 
определены первые четыре частотных параметра 

 1 0,665;   2 1,568;   3 2,618;   4 3,663.  

Умножив эти значения на три, получим ча-
стотные параметры для стержня длиной l  

 1 1,995;   2 4,705;   3 7,855;   4  10,988  

и сравним их с табличными значениями, кото-
рые, как известно, являются корнями уравне-
ния    ch cos 1 :  
 1 1,875;   2 ,4 694;   3 7,855;   4 10,996.  

С учетом конечного значения жесткости 0  
и ненулевых значений жесткостей   становит-
ся очевидным, что вычисления корней уравне-
ния (8) дают правильный результат. 

Формы собственных колебаний получим, 
объединив фрагменты форм в каждом пролете. 
Эти фрагменты для каждого i-го пролета и k-й 
формы определим согласно методу начальных 
параметров: 
             T

( ) ( ), ,i k k k i kK v  1, 2, 3.i  

Объединяя указанные фрагменты, получаем 
k-ю форму собственных колебаний системы 

    


        
3 T

1
.k k k i

i
K v   (9) 

 
Применение метода собственных функций 
для построения границ области устойчивости. 
С учетом очевидных соотношений   27  и 

  0 03  будем использовать безразмерные па-
раметры, введенные в формулах (2). Предста-
вим решение уравнения возмущенного движе-
ния (4)   ,w  в виде ряда по собственным 
формам колебаний 
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   (10) 

где ( )q  — вектор обобщенных координат; 
( )φ  — вектор форм собственных колебаний 

пустого многопролетного трубопровода (здесь, 
в отличие от формулы (9), частотный пара-
метр k  опущен), n  — число удерживаемых 
членов ряда. 

Запишем выражение (10) в скалярной форме 

      


     
1

, .
n

k k
k

w q  (11) 

После подстановки формулы (11) в уравне-
ние возмущенного движения (4) применим ме-
тод Бубнова — Галеркина, для чего поочередно 
умножим члены уравнения на каждую форму 
собственных колебаний  ( ),j  1, 2, , ,j n  и 
проинтегрируем полученные выражения по  .  

В результате приходим к системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений относи-
тельно обобщенных координат ( ),kq  которую 
запишем в матричной форме 

           22 1 1 0, Aq Bq C D q  (12) 

где , , ,A B C D  — матрицы размера nn, 
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 (13) 

 
Граница области устойчивости. Представим 
вектор обобщенных координат в виде 

    0 exp( ),q q  

где   — характеристический показатель. 
Подставляя это выражение в уравнение (12), 

получаем алгебраическую проблему собствен-
ных значений в виде матричного полинома 

     2
2 1 0 0P P P , 

где 2 1 0, ,P P P  — коэффициенты-матрицы харак-
теристического полинома, 
 2 ;P A               1 2 2 1 1 ;e iP A B C   
     2

0 1 .P C D  
Варьируя параметры протекающей по тру-

бопроводу жидкости  ,   и фиксируя их зна-
чения, при которых хотя бы один характери-
стический показатель   переходит в правую 
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полуплоскость, можно построить границу об-
ласти устойчивости. 

Кроме того, можно использовать критерий 
Рауса — Гурвица. Как показано в работе [17], 
равенство нулю главного минора матрицы 
Гурвица, составленной из коэффициентов ха-
рактеристического уравнения (13), порядка 

2 1n , т. е.  2 1 0,n  определяет границу обла-
сти флаттера, а равенство нулю определителя 
матрицы Гурвица (равенство нулю свободного 
члена характеристического полинома) — гра-
ницу области дивергенции. 

Точность построения границ области устой-
чивости методом нормальных координат зави-
сит от числа удерживаемых членов в выраже-
нии (11). Как показано в работе [17], достаточ-
ная точность построения границы области 
устойчивости достигается при  8,n  что было 
принято для данного исследования. 

По описанным алгоритмам составлена про-
грамма вычислений для построения границы 
области устойчивости на плоскости параметров 
потока жидкости .  Проверим правиль-
ность расчетных формул. Для проверки вычис-
лений частотных параметров построим границу 
флаттера для системы с теми же параметрами, с 
которыми проводились расчеты. 

Как уже указывалось, выбранные жесткости 
крепления соответствуют тому, что система 
близка к трубопроводу, защемленному на од-
ном конце, для которого границей флаттера 
служит известная кривая Пайдуссиса, показан-
ная на рис. 3 тонкой линией. 

Результаты определения положения грани-
цы устойчивости системы (см. рис. 3, точки) 
указывают практически на совпадение с упомя-
нутой кривой, построенной не только методом 
разложения по формам собственных колеба-
ний, но и точным методом путем непосред-
ственного интегрирования и применения мето-
дов оптимизации [17]. 

С учетом достаточного количества удержи-
ваемых членов в выражении (11) можно ис-
пользовать и более упрощенный вариант фор-
мирования системы собственных функций. 
Определим спектр собственных колебаний 
стержня с упруго закрепленным от поворота 
левым сечением (рис. 4) 

Нахождение собственного спектра такой си-
стемы подробно изложено в работе [18]. Если 
принять для расчета собственные функции та-
кой системы, то вместо уравнения возмущенно-
го движения (4) необходимо использовать 
уравнение (3) с включенными в него реакциями 
упругих опор, т. е., как это было изначально в 
уравнении (1). 

Применяя метод разложения и процедуру 
Бубнова — Галеркина, получаем уравнение в 
матричном виде 
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Здесь kF  — матрицы, характеризующие работу 
упругих опор, 
      T ,k k kF φ φ      0...1,k  

где ( )φ  — вектор форм собственных колеба-
ний для схемы, показанной на рис. 4. 

При жесткостях  0 10  и  100  сравним 
результаты построения границы области флат-
тера с использованием системы первых форм 
собственных колебаний стержня с дополни-
тельными опорами и без них (рис. 5). 

Тонкая линия на рис. 5 соответствует грани-
це флаттера для первого случая форм собствен-
ных колебаний. Точками отмечена кривая для 
второго варианта использования форм соб-
ственных колебаний с разложением решения 

 
Рис. 3. Результаты проверки правильности 

определения границы устойчивости на плоскости 
параметров потока жидкости  :  

I — область устойчивости; II — область флаттера 

 
Рис. 4. Схема упруго закрепленного стержня  

без дополнительных опор 
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уравнения возмущенного движения. Много-
численные вычисления при различных значе-
ниях параметров системы 0  и   показали ана-
логичные совпадения. 

Границы области устойчивости, полученные 
при поворотной жесткости шарнира стержня 
 0 0,01  и жесткости упругих опор   0,  при-
ведены на рис. 6. В этом случае отрезок трубо-
провода по существу шарнирно закреплен на 
одном конце. Для сравнения штриховой лини-
ей показана кривая Пайдуссиса. 

Здесь и далее сохраняется немонотонность 
границы устойчивости. Существенное сниже-
ние критических значений безразмерной ско-

рости протекания жидкости   наблюдается 
при   0,25.  Другая особенность неконсерва-
тивных задач проявляется в том, что область 
устойчивости неодносвязная. Кроме основной 
области устойчивости, примыкающей к 
оси 0 ,  имеются области ABC  и .DEF  

Границы области устойчивости, построен-
ные при жесткости упругих опор  100  и по-
воротной жесткости шарнира  0  0,1; 2,5; 5,0 и 
10,0, приведены на рис. 7. При малых значениях 
поворотной жесткости шарнира помимо части 
границы, соответствующей потере устойчиво-
сти по типу флаттера, имеются участки, соот-

 
Рис. 5. Границы области флаттера для стержня  
с дополнительными опорами (—) и без них ()  

при жесткостях  0 10  и  100:  
I — область устойчивости; II — область флаттера 

 
Рис. 6. Границы области устойчивости  

при поворотной жесткости шарнира стержня 
 0 0,01  и жесткости упругих опор   0:  

I — область устойчивости; II — область флаттера 
 

 
Рис. 7. Границы области устойчивости  

при жесткости упругих опор  100  и поворотной 
жесткости шарнира  0  0,1 (1), 2,5 (2), 5,0 (3)  

и 10,0 (4) 

 
Рис. 8. Границы области устойчивости  

при поворотной жесткости шарнира  0 50   
и жесткости упругих опор    10 (1), 100 (2),  

200 (3) и 400 (4) 
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ветствующие дивергенции. Это участок AB  
при  0 0,1  (кривая 1), участок CD  при 
 0 2,5  (кривая 2) и участок EF  при  0 5,0  
(кривая 3). Для границы дивергенции харак-
терна ее независимость от относительной мас-
сы жидкости .  При  0 10,0  вся граница 
(кривая 4) принадлежит границе флаттера. 

Если зафиксировать жесткость упругого 
шарнира  0 50  и увеличивать жесткость 
упругих опор (рис. 8), то будет наблюдаться 
эволюция кривой Пайдуссиса от классической 
формы при  10  (кривая 1) с увеличением 
критических значений скорости потока жидко-
сти (кривые 2 и 3). При   400  (кривая 4) часть 
границы флаттера преобразуется в границу ди-
вергенции .AB  

Выводы 

1. При применении метода разложения ре-
шения уравнения возмущенного движения для 
построения системы базисных функций можно 
использовать различные исходные системы, 
удовлетворяющие соответствующим условиям. 
При этом важным фактором является число 
членов ряда в разложении решения. 

2. Показано, что различные способы крепле-
ния трубопровода существенно влияют не 
только на конфигурацию границы области 
устойчивости, но на тип потери устойчивости 
при пересечении этих границ. Это следует учи-
тывать как при исследовании устойчивости, так 
и при расчетах на прочность. 
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