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При численном решении задач теории упругости в трехмерной постановке методом 
конечных элементов применяются конечные элементы в форме параллелепипедов, 
призм и тетраэдров. Построение матриц жесткости объемных конечных элементов, 
как правило, основано на принципе изопараметричности. В расчетной практике 
наибольшее распространение получили полилинейные изопараметрические конеч-
ные элементы с линейным законом аппроксимации геометрических характеристик и 
перемещений. Главный недостаток таких элементов заключается в так называемом 
эффекте запирания при моделировании изгибных деформаций. Причем погрешность 
численного решения существенно возрастает, если конструкция по сравнению с 
обычными деформациями претерпевает значительные смещения как жесткое целое. 
Построены (на базе метода двойной аппроксимации) и протестированы объемные 
полилинейные конечные элементы, позволяющие моделировать поведение конструк-
ций при различных видах внешнего воздействия. 
Ключевые слова: метод конечных элементов, метод двойной аппроксимации, объем-
ные конечные элементы, тестирование конечных элементов 

Numerical solution to problems of the theory of elasticity in the three-dimensional formula-
tion with the finite element method envisages the finite elements introduction in the form 
of parallelepipeds, prisms and tetrahedra. As a rule, construction of the volumetric finite el-
ements stiffness matrices is based on the isoparametricity principle. In calculation practice, 
the so-called multilinear isoparametric finite elements with linear law of the geometric char-
acteristics and displacement approximation are most widely used. The main disadvantage of 
such elements lies in the locking effect when simulating the flexural deformations. Moreo-
ver, the numerical solution error increases significantly, if the structure compared to con-
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ventional deformations undergoes significant displacement as a rigid whole. The volumetric 
multilinear finite elements were constructed (based on the double approximation method) 
and tested making it possible to simulate the structure behavior under various types of the 
external influences. 
Keywords: finite element method, double approximation method, volumetric finite ele-
ments, finite element testing 

При конечно-элементном моделировании на-
пряженно-деформированного состояния мас-
сивных тел применяются объемные конечные 
элементы (КЭ) в форме параллелепипедов (гек-
саэдров), призм и тетраэдров. Построение мат-
риц жесткости объемных КЭ выполняют, как 
правило, по изопараметрической технологии 
[1–5]. 

Вместе с тем известно [6, 7], что полили-
нейные изопараметрические КЭ при исполь-
зовании однослойной схемы неудовлетвори-
тельно моделируют изгибные деформации да-
же при существенном сгущении сетки. Это 
связано с так называемым эффектом запира-
ния КЭ вследствие деформации ложного сдви-
га [8, 9]. 

Для «улучшения» изопараметрических КЭ 
применяют аппарат несовместных элементов, 
созданных введением дополнительных неузло-
вых степеней свободы или вспомогательных 
аппроксимирующих полиномов [8]. 

Наиболее эффективным способом решения 
проблемы запирания КЭ является использова-
ние моментной схемы метода конечных эле-
ментов (МКЭ), теоретические основы которой 
разработаны А.С. Сахаровым [7]. В последую-
щем такой способ получил название метода 
двойной аппроксимации (МДА) [6]. Концепту-
ально МДА базируется на раздельном пред-
ставлении функций распределения перемеще-
ний и деформаций внутри КЭ. 

Рассмотрим семейство объемных КЭ, состо-
ящее из восьми- и шестиузлового элементов,  

в глобальных декартовых осях ,mz  m = 1, 2, 3 
(рис. 1). Геометрические параметры КЭ mz  и 
его перемещения mu  представим в следующем 
виде: 
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где en  — число узлов КЭ; ( )k
mz  и ( )k

mu  — узловые 
координаты и перемещения КЭ;  1 2 3( , , )k x x x  — 
функции формы, представляющие собой произ-
ведение одномерных полиномов Лагранжа пер-
вой степени; 1,x  2 ,x  3x  — локальные в общем 
случае неортогональные координаты КЭ. 

Для базового восьмиузлового КЭ (рис. 1, а) 
en = 8 выражение для функции формы запишем 

как 
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где rkp  — координаты узлов в локальных осях. 
Координаты узлов в локальных осях rkp  за-

дадим в форме матрицы 
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Зависимость между ковариантными компо-
нентами тензора деформаций в локальном ба-
зисе и перемещениями в глобальных осях имеет 
вид [7] 

    1 ,
2ij mj mi mi mjz u z u  

где 

   / ;ms m sz z x       / , , .ms m su u x s i j  

Связь между вектором деформаций { }  и 
вектором узловых перемещений { }w  предста-
вим в матричной форме 

  { } [ ]{ }.D w  

Здесь [ ]D  — блочная матрица, 

 
Рис. 1. Схемы восьми- (а) и шестиузлового (б) 

объемных КЭ 
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где [ ]kD  — субматрица, 
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Выражения для векторов-столбцов рассмат-
риваемых КЭ, имеют следующий вид [10]: 

для восьмиузлового КЭ (см. рис. 1, а) 
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для шестиузлового КЭ (рис. 1, б) 
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Выражения для функций формы 
 1 2 3( , , ) k x x x  шестиузлового КЭ, полученные 
на основании полинома (1) с помощью прин-
ципа вырождения, имеют следующий вид: 
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Формулы (2) и (3) являются основой для по-
строения матриц жесткости рассматриваемых 
КЭ. Соответствующее программное обеспече-
ние разработано на базе вычислительной плат-
формы Microsoft Visual Studio и компилятора 
Intel Parallel Studio XE со встроенным тексто-
вым редактором Intel Visual Fortran Composer 
XE. Процессы хранения и обработки глобаль-
ной матрицы жесткости реализованы в терми-
нах разреженных матриц [11]. Для визуализа-
ции результатов расчетов использована де-
скрипторная графика компьютерной системы 
MATLAB. 

Исследование точности и сходимости разра-
ботанного конечно-элементного алгоритма вы-
полнено на тестовых примерах, имеющих ана-
литическое решение. В тестовых примерах при-
ведены численные решения, полученные с 
применением разработанных объемных КЭ 
(МДА) и элемента SOLID185 программного 
комплекса ANSYS Mechanical [5, 12–15]. Далее 
приведены примеры, подобранные так, чтобы в 
них изгибные деформации и смещения сочета-
лись как жесткое целое. 

 
Пример 1. Разрезное кольцо, жестко закреп-
ленное в одном сечении и загруженное сосре-
доточенной силой на свободном конце. Рас-
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четная схема разрезного кольца показана на 
рис. 2. Исходные данные: средний радиус 
 0,2 м;R  размеры поперечного сечения — 

0,20,2 см; модуль упругости Е  1011 Н/м2; ко-
эффициент Пуассона  = 0,3; сосредоточенная 
сила F = 10 Н; момент инерции   108,333 10 .J  

Согласно теории кривых стержней (точное 
решение) [7], прогиб в точке приложения силы 
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Результаты исследования сходимости реше-
ний для разрезного кольца, полученных с ис-
пользованием МДА и ANSYS, приведены в таб-
лице, где   — относительная погрешность. 

Поля вертикальных перемещений yu  раз-
резного кольца, построенные с использованием 
МДА и ANSYS для сетки 2264, приведены на 
рис. 3, а и б. Поле вертикальных перемещений 
разрезного кольца, смоделированное с помо-
щью ANSYS, не отражает зоны с экстремаль-
ным значением yu = –0,00314 м, показанной на 
рис. 3, а стрелкой. 

В первом примере особенно отчетливо про-
слеживается важность учета жестких смещений. 

Пример 2. Квадратная пластина, жестко за-
щемленная по контуру и нагруженная равно-
мерно распределенной нагрузкой. Исходные 
данные: длина стороны a = 1 м; толщина h = 
= 0,01 м; модуль упругости Е = 105 Н/м2; коэф-
фициент Пуассона  = 0,25. 

Точное значение прогиба в центре пластины 
определяется выражением [16] 
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где  = 0,00126; q  — интенсивность распреде-
ленной нагрузки, q = 0,00888889 Н/м2; D  — ци-
линдрическая жесткость, 
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Точное значение qu  (в метрах) равно коэф-
фициенту .  

Рассмотрена одна четвертая часть квадратной 
пластины с учетом условий симметрии. Резуль-
таты исследования сходимости решений в виде 
графиков ~qu s  для одно- и двухслойной схем 
разбивки, полученные с использованием КЭ 
SOLID185 и МДА, приведены на рис. 4, а и б. 

 
Рис. 2. Расчетная схема разрезного кольца 

 

Результаты исследования сходимости решений  
для разрезного кольца 

Сетка 
,f  м/% 

МДА ANSYS 

2232 –0,00170/44,0 –0,000433/86 

2264 –0,00292/3,3 –0,00125/59 

22128 –0,00293/3,0 –0,00251/17 
    

        
Рис. 3. Поля вертикальных перемещений yu  разрезного кольца, полученные с использованием МДА (а)  

и ANSYS (б) для сетки 2264 
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Здесь и далее под слоями подразумевается раз-
бивка пластины на КЭ по толщине. Значения 
параметра s  = 1, 2, 3 и 4 соответствуют сеткам 
44, 88, 1616 и 3232. Для более наглядного 
представления результатов расчетные точки на 
рис. 4 соединены линиями. 

Анализ полученных графиков показывает, 
что при однослойной схеме разбивки пласти-
ны на сетке 3232 (см. рис. 4, а) относительная 

погрешность расчета прогиба с помощью КЭ 
SOLID185 и МДА составляет соответственно 
16,0 и 10,5 %, а при двухслойной схеме 
(см. рис. 4, б) — 36,0 и 2,8 %. 

Патч-тестирование КЭ выполнено для схе-
мы разбивки 16162 с искажением сетки 
(рис. 5). 

Результаты патч-теста в виде полей прогиба 
одной четвертой части квадратной пластины 

zu  приведены на рис. 6, а и б. Видно, что иска-
жение сетки при использовании КЭ SOLID185 
приводит к более заметной асимметрии поля 
прогиба квадратной пластины ,zu  чем при 
применении МДА. Максимальное значение 
прогиба пластины для КЭ МДА qu = 0,001263 м 
совпадает с точным решением. 

 
Пример 3. Круглая пластина, жестко за-

щемленная по контуру и нагруженная равно-
мерно распределенной нагрузкой. Исходные 
данные: радиус: R = 1 м; толщина h = 0,01 м; 
механические константы аналогичны указан-
ным в примере 2. 

 

 
Рис. 4. Результаты исследования сходимости 
решений, полученных с использованием КЭ 

SOLID185 (1) и МДА (2), к аналитическому (3)  
при расчете прогиба qu  одной четвертой части 

квадратной пластины для одно- (а)  
и двухслойной (б) схем разбивки 

 

 
Рис. 5. Схема разбивки квадратной пластины  

для патч-теста 
 

      
Рис. 6. Поля прогиба одной четвертой части квадратной пластины ,zu  полученные  

с использованием КЭ SOLID185 (а) и МДА (б) 
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Точное значение прогиба в центре круглой 
пластины определяется выражением [16] 

 
41 .

64q
qa

u
D

 

При интенсивности распределенной нагруз-
ки q = 0,00888889 Н/м2 аналитическое значение 
прогиба  0,01563 м.qu  

В процессе тестирования использованы два 
варианта дискретизации одной четвертой части 

круглой пластины (сектора) на КЭ. В первом 
варианте три стороны сектора делились на рав-
ное число отрезков. Второй вариант базировал-
ся на радиальной регулярной схеме разбивки 
сектора. Число элементов вдоль радиуса и цир-
кульной части сектора принято одинаковым. 
Рассмотренные варианты дискретизации сек-
тора для сетки 3232 приведены на рис. 7. 

Результаты исследования сходимости реше-
ний, полученных с использованием КЭ 
SOLID185 и МДА, к аналитическому, при рас-
чете прогиба одной четвертой части круглой 
пластины в виде графиков ~qu s  для одно- и 
двухслойной схем разбивки по первому и вто-
рому вариантам дискретизации приведены на 
рис. 8, а и б. Для более наглядного представле-
ния результатов расчетные точки на соединены 
линиями. 

Как видно из графиков, элемент, построен-
ный по МДА, на сетке 3232 для второго ва-
рианта имеет относительную погрешность 4 %. 

Поля вертикальных перемещений zu  одной 
четвертой части круглой пластины, полученные 

 
Рис. 7. Первый (а) и второй (б) варианты 

дискретизации сектора круглой пластины на КЭ 
 

 

 
Рис. 8. Результаты исследования сходимости решений, полученных с использованием КЭ SOLID185 (1)  

и МДА (2), к аналитическому (3), при расчете прогиба одной четвертой части круглой пластины qu   
с одно- (а) и двухслойной (б) схемами разбивки по первому (слева) и второму (справа) вариантам 
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с использованием КЭ МДА и SOLID185 при 
радиальной схеме разбивки (сетка 32322), 
показаны соответственно на рис. 9, а и б. 

Несмотря на качественное совпадение полей 
zu , полученных с использованием КЭ МДА и 

SOLID185, в первом случае относительная по-
грешность максимального прогиба составляет 
3,8 %, во втором — 71,0 %. 

Такая значительная погрешность при ис-
пользовании SOLID185 объясняется тем, что 
разработчики этого КЭ использовали для ап-
проксимации геометрических характеристик и 
перемещений шестиузлового КЭ функции 
формы, аналогичные таковым для восьмиузло-
вого КЭ, т. е. без принципа вырождения [7]. 

Выводы 

1. Построены и протестированы матрицы 
жесткости объемных КЭ, позволяющих учиты-
вать смещения как жесткое целое. 

2. На тестовых примерах показано, что 
предлагаемые КЭ успешно конкурируют с КЭ 
аналогичного типа SOLID185 вычислительного 
комплекса ANSYS Mechanical. 

3. Разработанное математическое обеспече-
ние может быть внедрено в отечественные им-
портозамещающие программные комплексы, 
реализующие МКЭ в форме метода перемеще-
ний. 
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