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Традиционно печатную плату используют как электротехнический прибор. Вместе с 
тем в перспективных наноспутниках ее применяют в качестве несущего элемента кон-
струкции. На печатной плате можно разместить сравнительно тяжелую солнечную 
батарею, вращающиеся гироскопы и складную антенну. Расчет несущей печатной 
платы на прочность осложнен большим количеством концентраторов напряжений, 
конструктивных дефектов ее поверхности. Это затрудняет использование традици-
онного понятия «напряжение в точке», применяемого в непрерывных и дифферен-
цируемых средах. Вместо него предложено понятие «момент времени начала отрыв-
ного разрушения модели для заданной пары частиц». Расчеты показывают, что даже 
медленное нагружение модели печатной платы приводит к крайне интенсивному 
движению частиц, т. е. гипотеза статического нагружения не работает. Для анализа 
прочности печатной платы сформулирована задача Коши с начальными условиями. 
Выполнен анализ сходимости решения задачи по числу частиц модели. Показано, что 
скорость сходимости достаточно высока, и для решения рассматриваемой задачи до-
статочно использовать модель, содержащую около 100 частиц. 
Ключевые слова: несущая печатная плата, метод частиц, момент времени начала раз-
рушения 

Traditionally, the load-carrying printed circuit boards are applied as an electrical engineer-
ing device. At the same time, the promising nanosatellites are using them as the spacecraft 
load-bearing structural elements. The printed circuit board is able to accommodate a rela-
tively heavy solar cell, rotating gyroscopes and a folding antenna. Load-carrying board 
strength calculation is a complicated task, as a large number of stress concentrators and 
structural defects are effecting its surface. This makes it difficult to use the traditional con-
cept of “stress at a point” applicable in continuous and differentiable media. In this regard, 
the paper proposes to introduce the concept of the “model rupture-start time moment for a 
given particle pair”. Calculations show that even slow loading of the model under considera-
tion leads to extremely intense particles motion, i.e. the static loading hypothesis does not 
work. To analyze strength of the board under consideration, the Cauchy problem with ini-
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tial conditions was formulated. The problem solution convergence based on the number of 
particles in the model was analyzed. The paper shows that the convergence rate is quite 
high, and to solve the problem under consideration it is sufficient to take a model contain-
ing about 100 particles. 
Keywords: load-carrying printed circuit board, particle method, rupture-start time moment 

Постановка задачи. Традиционно печатную 
плату (ПП) рассматривают как электротехниче-
ский прибор. Вместе с тем в перспективных 
наноспутниках ее применяют в качестве несуще-
го элемента конструкции. На ПП как на несущей 
платформе можно разместить сравнительно тя-
желую солнечную батарею, вращающиеся гиро-
скопы и даже складную антенну (рис. 1). 

Как несущий элемент конструкции, ПП под-
лежит расчету на прочность. Однако существу-
ющие методики, как правило, не рассматрива-
ют ПП в таком качестве. 

Так, ГОСТ Р 55744–2013 [1] регламентирует 
испытания прочности: медного покрытия ПП 
при растяжении, на отслаивание проводников 
и вырыв покрытий из сквозного металлизиро-
ванного отверстия, адгезии паяльной маски и 
т. п. Все указанные механические испытания 
выполняют под электрической нагрузкой. 

В работе [2] предложена методика испыта-
ния на вырыв контактных выводов ПП. Оцене-
на возможность образования трещин. Приве-
дены результаты сравнения данных, получен-
ных при испытаниях и расчете методом 
конечных элементов. 

Разработан метод оценки выносливости 
компонентов матрицы шариковых выводов 
(типа BGA) и матрицы растровых выводов (ти-
па PGA) под действием тепловых нагрузок [3]. 

В работе [4] рассмотрена проблема размяг-
чения (стеклования) несущего материала ПП 

под действием высоких температур в диапазоне 
130…230 °С. Выполнено сравнение ПП типа 
FR4 и полиимидных ПП с припоями типа 
Sn3Ag0.5Cu. Исследовано их поведение под 
действием циклических температурных нагру-
зок и механического вибронагружения. 

Выполнена оценка выносливости ПП типа 
FR4 с проводящим никель-фосфорным слоем 
заданного сопротивления под действием нераз-
рушающих импульсных нагрузок [5]. 

В работе [6] предложен метод неразрушаю-
щего контроля паяных соединений ПП, вклю-
чающий в себя контроль соединения со сторо-
ны поверхности ПП и ее сквозного отверстия. 
Внешние воздействия — циклический изгиб и 
акустическая эмиссия. 

Исследованы динамическая прочность и 
жесткость ПП как призматического стержня на 
осциллирующих опорах [7]. 

В статье [8] идентифицированы механиче-
ские характеристики гибких (тонких) ПП со 
специальными покрытиями. При испытаниях 
ПП изгибали на 135 с частотой, равной 175 
изгибаниям в минуту. 

В работе [9] рассмотрено напряженно-де-
формированное состояние конечно-элемент-
ной модели шестислойной ПП. Оценены воз-
можности компьютерного моделирования на-
пряженно-деформированного состояния 
сложных ПП. Приведены результаты ударных 
испытаний. 

Предложен новый тип ПП — тканевые ПП, 
которые обладают уникальными механически-
ми и электрическими свойствами, приобретают 
произвольную форму и могут быть использо-
ваны в качестве материала для одежды опера-
тора [10]. 

В обзоре [11] даны ссылки на сто одну рабо-
ту, где приведены результаты анализа возмож-
ности использования жидких металлов для из-
готовления гибких ПП. Жидкие металлы обла-
дают высокой текучестью и проводимостью 
при комнатной температуре. Недостатками 
жидких металлов являются их высокое поверх-
ностное натяжение и быстрое окисление. 

Создано высокоэффективное фторсодержа-
щее керамическое водоотталкивающее покры-

 
Рис. 1. Внешний вид ПП — несущего элемента 

наноспутника: 
1 — солнечная батарея; 2 — магнитометр; 3 — гироскоп;  

4 — микроконтроллер со сверхвысокочастотным 
трансивером 
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тие ПП, показавшее высокую стойкость к ин-
тенсивным атмосферным воздействиям [12]. 

Разработан неразрушающий метод выявле-
ния критических дефектов ПП и оценки срока 
ее годности с учетом действия эксплуатацион-
ных нагрузок [13]. В методе задействованы 
возможности акустического излучения и рент-
геновской томографии. 

В работе [14] предложен оптимальный спо-
соб крепления многослойной ПП к опоре из 
условия минимума механических напряжений. 
Выявлено влияние сосредоточенных масс, лока-
лизованных в разных местах такого устройства. 

Разработан способ комплексного анализа 
механических характеристик ПП в составе ра-
диоэлектронных модулей, учитывающий меха-
ническую прочность проводников и переход-
ных отверстий с применением специальной 
экспертной системы [15]. 

Предложена методика механических испы-
таний на определение предела прочности при 
растяжении медного покрытия ПП [16]. 

Создан алгоритм комплексного анализа ме-
ханических характеристик ПП в составе радио-
электронных модулей, учитывающий механи-
ческую прочность проводников и переходных 

отверстий [17]. Разработана методика оценки 
прочности на вырыв покрытия из сквозного 
металлизированного отверстия ПП [18]. 

В статье [19] описана подсистема АСОНИ-
КА-УСТ, предназначенная для анализа уста-
лостной прочности конструкций ПП и элек-
трорадиоизделий при механических воздей-
ствиях. 

Таким образом, проблема анализа прочно-
сти ПП с большим числом концентраторов 
напряжений как несущего элемента конструк-
ции изучена недостаточно. 

Цель статьи — разработка методики анализа 
прочности ПП с большим числом концентра-
торов напряжений как несущего элемента кон-
струкции летательного аппарата. 
 
Испытания несущей способности ПП. Резуль-
таты эксперимента по оценке несущей способ-
ности ПП типа FR4 с концентраторами напря-
жений приведены на рис. 2, а и б. Эксперимент 
проведен на разрывной машине Zwick. Как 
видно из рис. 2, а, разрыв образца ПП произо-
шел строго по концентратору напряжений. 

Диаграммы разрыва четырех образцов при-
ведены на рис. 2, б. Участок диаграммы внутри 

 

 
Рис. 2. Результаты экспериментального исследования по определению несущей способности ПП  

типа FR4 с концентраторами напряжений: 
а — разрыв образца ПП по концентратору напряжений; б — диаграммы разрыва четырех образцов ПП 
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окружности — характеристика разрывной ма-
шины. Видно, что все диаграммы вплоть до 
момента разрыва — линейные. Усилие в мо-
мент разрыва равно примерно 10 000 Н, т. е. ПП 
с концентраторами напряжений выдерживает 
значительную нагрузку и может быть исполь-
зована как несущий элемент конструкции лета-
тельного аппарата. 
 
Силовая функция частицы. Для определения 
прочности ПП использован метод частиц. Ча-
стицы — материальные точки, соединенные 
связями. Частицы движутся поступательно по 
координатной плоскости, вращений нет. Зави-
симость реакции связи между частицами от 
расстояния между ними — силовая функция 
частицы. 

Вариант рассматриваемой модели ПП с чис-
лом частиц l = 55, приведенный на рис. 3, со-
держит 49 рабочих частиц (№ 1–49), два микро-
чипа № 50 и 51 (выделенных фиолетовыми 
прямоугольниками), и четыре крепежные ча-
стицы (). 

Силовую функцию частицы можно задавать 
по-разному. Здесь принято (см. рис. 3, внутри 
красной окружности), что частица взаимодей-
ствует только со своими ближайшими восемью 
соседями. В начальный момент времени все ча-
стицы находятся в состоянии упругого равно-
весия: по стороне и диагонали ячейки сетки 
частиц. Ячейки бывают квадратными и прямо-
угольными. 

Силовая функция для квадратной ячейки 
сетки частиц показана на рис. 4. Она имеет два 
состояния упругого равновесия внутри зон 
упругих деформаций II и IV. Область действия 
силовой функции ограничена зонами отрывно-
го разрушения при сжатии I и растяжении V. 

Под действием внешнего нагружения части-
ца может переходить из одного состояния 
упругого равновесия в другое и возвращаться 
обратно. Частица может выходить в зону от-

рывного разрушения при сжатии или растяже-
нии и возвращаться обратно. 

Если частица «срывается с кромки» силовой 
функции и переходит в зону безразличного 
равновесия III (в зону отрывного разрушения 
при сжатии или растяжении), то возникает ин-
тенсивный переходный процесс — так называ-
емый узелок (рис. 5, а). 

При этом красная кривая, отражающая за-
висимость силовой функции от времени, обну-
ляется в интервалах, показанных стрелками на 
рис. 5, б. У пары частиц 14–10 четыре интервала 

 
Рис. 3. Модель ПП с числом частиц l = 55 

 
Рис. 4. Силовая функция для квадратной ячейки 

сетки частиц: 
I и V — зоны отрывного разрушения при сжатии  

и растяжении; II и IV — первая и вторая зоны упругих 
деформаций; III — зона безразличного равновесия 
 

 

 
Рис. 5. Примеры образования характерного узелка 

траектории частицы на фазовой плоскости (а)  
и возникновения интервалов обнуления значений 

силовой функции для пары частиц 14–10 (б) 
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обнуления, т. е. эта пара разорвалась только с 
четвертого раза. 

Особый интерес представляет момент вре-
мени первого обнуления силовой функции в 
интервале — момент времени начала отрывно-
го разрушения модели для заданной пары ча-
стиц. В рассматриваемой задаче прочности по-
нятие «момент времени начала отрывного раз-
рушения модели для заданной пары частиц» 
выступает альтернативой традиционному по-
нятию «напряжение в точке». 

Для прямоугольной ячейки сетки частиц си-
ловая функция строится аналогично. Только 
будет не два состояния упругого равновесия, а 
три — по меньшей и большей сторонам прямо-
угольника и по его диагонали. 
 
Задача Коши для ПП. Частицы — материаль-
ные точки, движущиеся поступательно по ко-
ординатной плоскости. Уравнения динамики i-
й частицы для сил в проекции имеют следую-
щий вид: 

• на ось координат OX 
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где im  — масса i-й частицы; ,ix  iy  — коорди-
наты i-й частицы; i  — коэффициент вязкого 
трения i-й частицы; ( , )ij ij ijF d c  — реакция связи 
i-й и j-й частиц, определяемая силовой функци-
ей (см. рис. 4); ijd  и ijc  — расстояние и жест-
кость связи между i-й и j-й частицами соответ-
ственно; ij  — угол между отрезком, соединя-
ющим i-ю и j-ю частицы, и координатной осью 
OX; ijIndex  — особая матрица, определяющая 
пары взаимодействующих частиц, если i-я ча-
стица взаимодействует с j-й частицей, то 

1,ijIndex если взаимодействия нет, то 
 0.ijIndex  

В выражениях (1) и (2): 
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Выражения (1) и (2), учитывающие силы 
инерции, силы вязкого трения и реакции свя-
зей между частицами, составляют для рабочих 

частиц и микрочипов. Их интегрируют мето-
дом Рунге — Кутты четвертого порядка с авто-
матическим выбором шага. Крепежные части-
цы движутся по заданному закону, определяе-
мому характером кинематического нагружения. 

Начальные координаты частиц соответ-
ствуют рис. 3: 
 0 0(0) ; (0) .i i i ix x y y    (3) 

В начальный момент времени рабочие ча-
стицы и микрочипы неподвижны. 

Во всех расчетных случаях нагружение име-
ет кинематический характер и определяется 
законом движения четырех крепежных частиц 
(см. рис. 3). Две левые крепежные частицы все-
гда неподвижны, а две правые — движутся с 
малой скоростью, равной 0,001 м/с, в течение 
50 с по стрелкам. 

Для прямоугольной ПП размером 
0,06×0,15 м имеем 
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  (4) 

где знак «+»соответствует растяжению ПП, знак 
«–» — сжатию ПП; t  — время. 
 
Анализ сходимости решения задачи по числу 
частиц модели ПП при растяжении. Для од-
ной и той же задачи в постановке (1)–(4) рас-
смотрены четыре модели ПП с числом частиц  
l = 8, 18, 36 и 55. 

Траектории движения частиц по коорди-
натной плоскости для модели с числом частиц  
l = 55 показаны на рис. 6, а. Видно, что ПП раз-
рывается в окрестности контрольной пары ча-
стиц 51–40, расположенных по диагонали квад-
ратной ячейки. Траектории имеют много узел-
ков. 

Каждый узелок — это переходный процесс, 
возникающий при «срыве» частицы с кромки 
силовой функции в зону безразличного равно-
весия (см. рис. 4). Медленное кинематическое 
нагружение (медленное движение двух кре-
пежных частиц по стрелкам, показанным на 
рис. 6, а) вызывает интенсивное движение ча-
стиц, т. е. гипотеза статического нагружения не 
работает. 

Красная кривая, отражающая зависимость 
силовой функции от времени, обнуляется в ин-
тервале, показанном на рис. 6, б. Момент вре-



#10(763) 2023 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 101 

мени начала обнуления — 8,02 с. Это есть мо-
мент времени начала отрывного разрушения 
модели для пары частиц 51–40. 

Зависимость момента времени начала от-
рывного разрушения от числа частиц для четы-
рех рассматриваемых моделей приведена на 
рис. 6, в. Наличие характерной полочки на гра-
фике свидетельствует о сходимости решения 
задачи по числу частиц модели при растяже-

нии. Таким образом, для решения рассматрива-
емой задачи прочности в постановке (1)–(4) 
достаточно взять около 100 частиц. 
 
Анализ сходимости решения задачи по числу 
частиц модели при сжатии. Аналогичный ана-
лиз сходимости решения по числу частиц моде-
ли проведен при оценке прочности этой же ПП, 
работающей на сжатие. 

 

 

 
Рис. 6. Результаты исследования сходимости 
решения задачи по числу частиц модели ПП  

при ее растяжении: 
а — траектории движения частиц модели (l = 55)  

по координатной плоскости; б — пример возникновения 
момента времени начала отрывного разрушения модели  
(l = 55) для пары частиц 51–40; в — зависимость момента 

времени начала отрывного разрушения от числа  
частиц модели 

 

 

 
Рис. 7. Результаты исследования сходимости 

решения задачи по числу частиц для модели ПП при 
ее сжатии: 

а — траектории движения частиц модели (l = 55)  
по координатной плоскости; б — пример возникновения 
момента времени начала отрывного разрушения модели  
(l = 55) для пары частиц 51–41; в — зависимость момента 

времени начала отрывного разрушения от числа  
частиц модели 
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Траектории движения частиц модели (l = 55) 
по координатной плоскости показаны на рис. 7, а. 
Две крепежные частицы медленно движутся по 
стрелкам со скоростью 0,001 м/с, ПП скручива-
ется и разрывается. Контрольная пара частиц 
51–41 выбрана в зоне отрывного разрушения. 
Она расположена по стороне квадратной ячей-
ки сетки частиц. Частица 51 (микрочип № 2) 
отрывается и улетает. 

Траектории имеют много узелков, каждый 
из которых соответствует переходному процес-
су, возникающему при «срыве» частицы с 
кромки силовой функции в зону безразличного 
равновесия (см. рис. 4). Медленное нагружение 
вызывает интенсивное движение частиц, т. е. 
гипотеза статического нагружения не работает. 

Красная кривая, отражающая зависимость 
силовой функции от времени, показанная на 
рис. 7, б, обнуляется в нескольких интервалах. 
Это означает, что пара частиц разорвалась 
только с третьего раза. Момент времени начала 
первого обнуления 8,13 с — момент времени 
начала отрывного разрушения модели при сжа-
тии для пары частиц 51–41. 

Зависимость момента времени начала от-
рывного разрушения от числа частиц рассмат-
риваемых моделей для ПП, работающей на 
сжатие, приведена на рис. 7, в. Наличие на гра-
фике характерной полочки свидетельствует о 
сходимости решения задачи по числу частиц. 
Таким образом, для решения рассматриваемой 
задачи прочности в постановке (1)–(4) доста-
точно взять около 100 частиц. 

Выводы 
1. Несущая ПП имеет много концентраторов 

напряжений и конструктивных дефектов по-
верхности. Поэтому понятие «напряжение в 
точке» при анализе прочности ПП следует за-
менить понятием «момент времени начала от-
рывного разрушения модели для заданной па-
ры частиц». 

2. Метод частиц имеет высокую скорость 
сходимости. Для решения рассматриваемой 
двумерной задачи прочности ПП на растяже-
ние–сжатие достаточно взять около 100 ча-
стиц. 
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