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Рассмотрен перспективный тороидальный композитный баллон высокого давления. 
Предложен вариант конструкции, в которой его силовая оболочка армирована проч-
ными волокнами вдоль меридиана. Получены расчетные зависимости для определе-
ния формы образующей равнопрочной тороидальной оболочки, записанные с помо-
щью эллиптических интегралов. Образующая состоит из двух симметрично располо-
женных относительно горизонтальной оси гладких кривых, пересекающихся под 
острым углом. Вдоль окружности, по которой пересекаются поверхности вращения, 
образованные указанными кривыми, установлен кольцевой шпангоут, изготавливае-
мый окружной намоткой волокон. Приведен численный пример, в котором рассчи-
таны геометрические и массовые характеристики спроектированного тороидального 
баллона давления. 
Ключевые слова: композитный баллон, образующая тороидальной оболочки, мери-
диональная намотка, окружная намотка, эллиптические интегралы 

The paper considers a promising high-pressure toroidal composite cylinder. It proposes a 
design option, where its load-bearing shell is reinforced with strong fibers along the meridi-
an. Calculated dependences were obtained to determine the shape of the equal-strength to-
roidal shell generatrix registered by the elliptic integrals. The generatrix consisted of two 
smooth curves symmetrically located relative to the horizontal axis and intersecting at the 
acute angle. The annular frame made by the fibers circumferential winding was installed 
along the circle, where the revolution surfaces formed by the indicated curves intersected; 
the frame was made by circumferential winding of the fibers. Numerical example is provid-
ed, where geometric and mass characteristics of the designed toroidal pressure vessel were 
calculated. 
Keywords: composite balloon, toroidal shell generatrix, meridional winding, circumferen-
tial winding, elliptic integrals 

Тонкостенные металлические и композитные 
оболочки сферической, цилиндрической и ко-
нической формы получили широкое распро-
странение в изделиях ракетно-космической 
техники. Как показывает практика, они хорошо 
компонуются с тороидальными оболочками 

(ТО), например, при проектировании малых 
разгонных блоков в качестве топливных баков 
и газовых баллонов наддува [1, 2]. 

Композитные тороидальные баллоны вме-
стимостью 6…8  л с рабочим давлением 24… 
30 МПа и массой 4…5 кг перспективны к при-
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менению в дыхательных аппаратах [3, 4] бойцов 
МЧС, пожарной команды и промышленных 
рабочих. По эргономическим показателям 
(подъем по лестницам, перемещение ползком, 
прохождение люков, водных стоков, разбор 
завалов и др.) баллоны тороидальной формы 
[4] имеют значительные преимущества перед 
цилиндрическими аналогами. 

Однако изготовление композитных ТО ме-
тодом спиральной намотки нитей [5, 6] — до-
статочно сложный и трудоемкий процесс. Зна-
чительно проще и производительнее выпол-
нять ТО баллонов методом намотки лент 
препрега [7] вдоль меридианов тора, т. е. попе-
речной намоткой [6]. 

Для меридиональной (поперечной) намот-
ки лентами препрега ТО композитных балло-
нов диаметром до 1150…1500 мм и сечением 
до 305 мм можно использовать торонамоточ-
ные станки с числовым программным управ-
лением [8], на которых наматывают крупнога-
баритные катушки электротехнического на-
значения. 

 
Постановка задачи. Аналитическое иссле-

дование оптимальной формы силовых оболо-
чек баллонов высокого давления, образован-
ных непрерывной намоткой нитей, изложено в 
трудах [9, 10]. Оболочки вращения различной 
геометрической формы, включая тороидаль-
ные, подробно исследованы в работе [2]. Оп-
тимальные формы оболочек общего вида, по-
лученных намоткой нитей одного семейства 
вдоль меридианов, рассмотрены в публикаци-

ях [11, 12]. Весьма близкое по смыслу решение 
задачи о сферической оболочке без полюсного 
отверстия, образованной нерастяжимыми ни-
тями, уложенными вдоль меридиана, описано 
в книге [13]. 

В работе [14] предложено изготавливать 
днища цилиндрических баллонов с использо-
ванием двух систем нитей. Первая, укладывае-
мая вдоль меридианов, при подходе к полюс-
ному отверстию касается его контура и возвра-
щается в область больших радиусов. Вторую 
систему нитей укладывают по окружности по-
люсного отверстия. Она приматывает первую 
систему нитей и воспринимает погонные силы 
от нее. По мнению авторов, аналогичным обра-
зом с помощью двух систем нитей можно изго-
товить и равнонапряженную ТО баллона дав-
ления, сочетая поперечную и окружную намот-
ку нитей. 

Цель работы — спроектировать и рассчитать 
конструктивно-геометрические параметры рав-
нонапряженной ТО, изготовленной попереч-
ной и окружной намоткой нитей. 

 
Определение формы образующей тороидаль-
ной силовой оболочки, изготавливаемой пу-
тем меридиональной намотки волокон. Для 
определения такой формы воспользуемся соот-
ношениями безмоментной теории оболочек 
вращения при осесимметричном нагружении. 

Рассмотрим ТО общего вида (рис. 1, а), 
нагруженную равномерным внутренним давле-
нием .p  Условие равновесия части ТО, отсе-
ченной коническим и цилиндрическим сече-

                   
Рис. 1. Схемы тороидальной поверхности вращения (а) и к определению погонных сил  

в ТО сосуда давления (б): 
1 — большой экватор; 2 — угол широты; 3 — ось вращения OY; 4 — вершина тора;  

5 — малый экватор тора; 6 — меридиан; 1R , 2R  — главные радиусы кривизны оболочки вращения;  
1K , 2K  — центры кривизны; hоб — толщина ТО 
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ниями в направлении оси OY (рис. 1, б), запи-
шем как 
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где r — текущий радиус вращения; 1N  — мери-
диональная погонная сила;   — текущая угло-
вая координата вдоль меридиана тора; c — рас-
стояние от оси вращения до вершины ТО 
  ( /2);  r  — минимальный радиус вращения 

тора при   ;  0r  — максимальный радиус 
вращения тора при   0.  

Из условия равновесия имеем 
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Выражение для окружной силы 2N  находим 
из уравнения Лапласа 
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После подстановки в него формулы (1) по-
лучаем 
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Поделив почленно друг на друга левые и 
правые части уравнений (1) и (2), запишем 
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Главные радиусы кривизны в уравнении (3) 
определяются дифференциальными соотноше-
ниями оболочек вращения (см. рис. 1, б) 
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После подстановки соотношений (4) в вы-
ражение (3), преобразований и интегрирования 
получаем дифференциально-интегральное 
уравнение 

          22 2
1

1
ln cos ln ln ,N drr c C

N r
  (6) 

где 1C  — постоянная интегрирования, опреде-
ляемая из граничных условий. 

Уравнение (6) связывает геометрические па-
раметры и погонные силы в безмоментной ТО. 
Задавая (определяя) отношение сил 2 1/N N  и 
решая уравнение (6), находим форму меридио-
нального сечения и геометрические разме-
ры ТО. 

 
Определение формы меридиана. В предлагае-
мом способе расчета предел прочности однона-
правленного волокнистого композиционного 
материала (КМ) при растяжении в меридио-
нальном направлении обозначим через в.к .  
Несущей способностью связующего в окруж-
ном направлении ТО будем пренебрегать. 

Тогда для ТО с меридиональной схемой ар-
мирования в уравнении (6) необходимо поло-
жить окружные силы равными нулю 2( 0).N  
Интегрируя уравнение (6), получаем 

    2 2
1 0cos .C r c   (7) 

На большом экваторе тора (см. рис. 1, а) при 
 0r r  угол   = 0 и  cos 1.  Постоянная в вы-

ражении (7) приобретает вид 

   2 2
1 1 .C r c  

С учетом этого выражения и формулы (5) 
запишем 
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Так как образующая ТО пересекает малый 
экватор тора r r  под прямым углом, то 
  ,  cos  = –1 и геометрические параметры 
ТО на основании выражения (8) будут связаны 
соотношениями 

   2 2
0

2 2;r rс      2 21 2,c   (9) 

где  0/с c r  и   0/r r  — относительное рас-
стояние от оси вращения до вершины и малого 
экватора тора соответственно. 

Решая уравнение (8) с учетом выраже-
ния (9), находим связь текущего радиуса вра-
щения с угловой координатой ТО :  
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После замены в уравнении (8) cos  его 
дифференциальным соотношением и алгебраи-
ческих преобразований получаем 
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Разложив подкоренное выражение (11) на 
множители и выполнив интегрирование, имеем 
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Согласно уравнению (12), при r c  функция 
y  достигает максимального значения ,cy  а при 
 0r r  и r r  имеют место вертикальные асимп-

тоты (рис. 2). Уравнение (12) можно решить 
численно, воспользовавшись, например, про-
граммой MathCAD. Введем следующие обозна-
чения:  0/r r r  — относительный радиус вра-
щения ТО;  0/y y r  — относительная ордината. 
На рис. 2 в безразмерных координатах r  и y  
изображены образующие ТО при различных 
значениях геометрического параметра тора .  

Решение уравнения (12) можно записать 
также с помощью эллиптических интегралов 
первого и второго рода. Изменив пределы ин-
тегрирования в уравнении (12) и знак инте-
грала, выразим его через алгебраические 
функции и эллиптические интегралы следую-
щим образом: 

            
2

0    , , .y r r E k c F k   (13) 

Здесь ( , )E k  и ( , )F k  — эллиптические ин-
тегралы второго и первого рода с аргументом   
и модулем ,k  

       2 2arcsin 1 1 ;r     21 .k  

После подстановки уравнения (10) в выра-
жение    2 2sin   (1 )/(1 )r  получаем 

      sin (1 cos ) 2 sin /2.  

Отсюда аргумент эллиптических интегралов 
  /2.  

Уравнение (13) определяет форму меридио-
нального сечения равнонапряженной ТО, 
нагруженной равномерным внутренним давле-
нием и образованной нитями, которые уложе-
ны вдоль меридианов. 

Анализ уравнения (13) показывает, что при 
меридиональной намотке (рис. 3) образующая 
ТО из равнонапряженных волокон представля-
ет собой петлеобразную кривую, определяю-
щую неограниченно длинную гофрированную 
трубу вдоль ординаты y для каждого параметра 
тора ,  за исключением   0.  

Как видно из рис. 3, если в точке пересече-
ния верхней и нижней ветвей образующей ТО 
установить кольцевой шпангоут из нитей, 

 
Рис. 2. Формы гладких образующих ТО  

при геометрическом параметре    0,1 (1), 0,2 (2), 
0,4 (3), 0,6 (4) и 0,8 (5) 

 

 
Рис. 3. Форма сечения ТО баллона давления, образованной меридионально направленными нитями: 

N10 и N1 — меридиональная погонная сила в оболочке N1 в точке 0 и  соответственно 
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намотанных в окружном направлении [15, 16], 
то можно спроектировать и изготовить намот-
кой равнонапряженную ТО в интервале радиу-
са вращения от 0r  до 1 .r r  

В этом случае первая система нитей наматы-
вается вдоль меридиана 2 от большого экватора 
тора до малого (рис. 4), огибает отдельно намо-
танный и установленный на оправку кольцевой 
слой нитей (шпангоут) 1, и возвращается в об-
ласть больших радиусов вращения ТО. 

Рассмотрим условие сопряжения верхней  
и нижней поверхностей, образующих ТО 
(см. рис. 4). В месте их стыка угол 1  делает 
скачок на величину   1.  Спроектируем 
погонные силы N1 верхней поверхности мери-
дионального слоя ТО при радиусе вращения 1r  
на плоскость большого экватора тора. 

Эти погонные силы не могут быть воспри-
няты безмоментной ТО. Стык необходимо уси-
лить шпангоутом, намотанным по окружности 
радиуса 1,r  который будет воспринимать растя-
гивающие силы от первого меридионального 
слоя. При этом в точке пересечения ветвей ТО 
ордината образующей  1 0( ) ( ) 0.y r y r  

Для определения параметров кольцевой си-
стемы нитей найдем распределенную нагрузку, 
приходящуюся на единицу длины кольцевого 
слоя в окружном направлении: 

     шп 1 1 1 1sin .sinq N N  

Тогда для силы, растягивающей шпангоут в 
окружном направлении, запишем 

     шп 1 1 1 1 в. КМ1к 1 1 шп в.кsin si ,nq r N r h r F  (14) 

где КМ1h  — толщина ТО в районе пересечения 
образующих тора при  1;r r  шпF  — половина 
площади сечения кольцевого шпангоута. 

Определяя КМ1h  из выражения (1), а 1cos  и 
1sin  из формулы (8) при  1r r  и подставляя их 

в уравнение (14) при давлении p, равном раз-
рушающему давлению  р( ),p p  находим рас-
четное значение половины площади сечения 
кольцевых нитей шпангоута 

     


2
0 2 2 2

шп 1 1
в.к

р 1 .
2
p rF r r   (15) 

Масса всего кольца или окружной намотки, 
удерживающей нити меридионального слоя ТО 
от действия внутреннего давления, с учетом 
соотношения (15) приобретает вид 
   шп шп М1 К2 2  M F r  

          3 2 2 2
р 1 в.к0 КМ1 12 1 ,r p r r r  (16) 

где КМ  — плотность КМ. 
С учетом выражений (1) и (12) масса всего 

меридионального слоя намотанной ТО 

    обл 0 0 м КМ2M r h L  

           23 2
р 1 1 в.к0 КМ2 1 , .r c F kp  (17) 

Здесь мL  — длина нити в направлении мериди-
ана, 

        
0

1

22 2
м 0 1 11 1 , ,

r

r
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где 

 
Рис. 4. Форма сечения и геометрические  

параметры равнонапряженной ТО,  
образованной пересечением  

верхней и нижней ветвей  
гладкой кривой тора 

 
Рис. 5. Зависимости относительных параметров ТО 

,с  ,cy  1r  и облV  от геометрического  
параметра тора   
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Толщина ТО на большом экваторе тора 
КМ1,h  определяемая из уравнения (1) при  0r r  

и   0  и  р ,p p  имеет вид 

    2
0 р 0  в.к  1 2 .h p r c  

Суммируя массу шпангоута (16) и массу все-
го меридионального слоя (17) ТО, получаем 

    
3

р0
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в.к КМ

π  2
σ ρ

r pM M M  

            22 2 2 2
1 1 1 1 11 θ ,   1 μ .c F k r r r  (19) 

Объем ТО в интервале радиуса вращения от 
0r  до 1  r r , записанный через производную y  

из выражения (18), определяется суммой инте-
гралов, которые выражены через алгебраиче-
ские функции и эллиптический интеграл пер-
вого рода [17] следующим образом: 
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Выражая 3
0πr  из выражения (20) и подстав-

ляя его в формулу (19), получаем известное вы-
ражение для минимальной массы [9, 11] равно-
напряженных оболочек сосудов давления, изго-
товленных намоткой нитей: 
  р облКМmin КМ в.кρ3 .M p V  

В работе [18] методом конечных элементов 
выполнен поверочный расчет спроектирован-
ного композитного баллона [15, 16]. Показано, 
что установка кольцевого шпангоута в точке 
пересечения гладких кривых образующей ТО 
существенно уменьшает изгибные напряжения 
по сравнению с ТО без шпангоута, а напряжен- 
 

ное состояние баллона становится близким 
к безмоментному. Основную нагрузку воспри-
нимают волокна, работающие на растяжение, а 
в направлении поперек волокон напряжения 
практически отсутствуют. Такое напряженное 
состояние однонаправленного КМ соответству-
ет гипотезе, принятой в формуле (6). 

В качестве примера выполним расчет кон-
структивно-геометрических параметров стек-
лопластиковой оболочки тороидального бал-
лона для дыхательных аппаратов, переноси-
мых на спине человека. Максимальный 
диаметр оболочки 0 40 ,2 0 ммr  параметр тора 

 0μ 0,3,r r  разрушающее давление рp  
 75 МПа.  

По графическим зависимостям относитель-
ных параметров ТО  0 ,с c r   0 ,c cy y r  
1 1 0r r r  и   3

обл обл 0(2 )/3V V r  от геометриче-
ского параметра тора  , приведенным на 
рис. 5, находим: 1r  = 0,38 и 1r  = 76 мм; с  = 0,74 
и c = 148 мм; cy  = 0245 и cy  = 49 мм; облV  = 0,48 
и облV  = 8,04 дм3. 

Ориентируясь на реализуемый в конструк-
ции ТО предел прочности однонаправленного 
стеклопластика в.к  = 1480 МПа и плотность 

КМρ  2050 кг/м3, по формуле (19) определяем 
суммарную массу композитной ТО мКМсуM  = 
= 2,62 кг. Масса кольцевого шпангоута, вычис-
ленная по формуле (16), шпM  = 0,43 кг, что со-
ставляет 16,4 % массы композитной ТО  
в целом. 

Выводы 
1. Показано, что с помощью двух систем ни-

тей можно изготовить равнонапряженную ТО 
баллона давления, сочетая поперечную и 
окружную намотку нитей. 

2. Предложенная методика расчета базовых 
параметров и конструктивно-технологических 
характеристик равнонапряженных ТО компо-
зитного баллона является основой для разра-
ботки конструкции торового баллона. 

3. В качестве примера применения приве-
денной методики дан расчет параметров стек-
лопластиковой оболочки тороидального бал-
лона для дыхательных аппаратов, переносимых 
на спине человека. 
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