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Приведены результаты теоретического исследования конструкционного демпфиро-
вания колебаний в муфтах переменной жесткости со змеевидной пружиной, широ-
ко используемых в приводах изделий тяжелого машиностроения и станкостроения, 
подверженных вибрационным нагрузкам. При динамических расчетах приводов та-
ких машин, необходимо знать диссипативные характеристики их узлов и деталей,  
в том числе и указанных муфт. Рассмотрен характерный для привода муфты со зме-
евидной пружиной случай крутильных гармонических колебаний, связанных с за-
кручиванием соединяемых этой муфтой валов из-за дисбаланса присоединенных 
деталей. Исследованы и определены количественные характеристики рассеяния 
энергии крутильных колебаний в рассматриваемых муфтах с помощью известного 
метода оценки потерь энергии колебаний на трение при проскальзывании в сжатом 
контакте деталей. Разработана математическая модель демпфирования крутильных 
колебаний в муфте, позволяющая определить его количественные характеристики в 
виде рассеяния энергии колебаний за цикл и коэффициента поглощения в зависи-
мости от параметров конструкции муфты и колебательного процесса. Предложен-
ная модель реализована в виде интерактивной прикладной программы в компью-
терной среде MATLAB. 
Ключевые слова: привод муфты, муфта со змеевидной пружиной, переменная жест-
кость, крутильные колебания, рассеяние энергии, коэффициент поглощения 

The paper presents results of the theoretical research of the structural vibration damping in 
the variable stiffness couplings with a serpentine spring, which are rather widely used in the 
drives of the heavy engineering and machine tool products exposed to the vibration loads. 
When performing dynamic calculations of the drives of such machines, it is necessary to 
know the dissipative characteristics of their components and parts, including the indicated 
couplings. The paper considers the case of torsional harmonic vibrations characteristic for 
the coupling drive with a serpentine spring associated with twisting of the shafts connected 
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by this coupling due to the attached parts imbalance. Quantitative characteristics of the tor-
sional vibration energy dissipation in the couplings under consideration were studied and 
determined using the well-known method for estimating the vibration energy losses due to 
friction during slipping in the compressed parts’ contact. Mathematical model of the tor-
sional vibration damping in a coupling was developed, which makes it possible to determine 
its quantitative characteristics in the form of vibration energy dissipation per cycle and the 
absorption coefficient depending on the coupling design parameters and the vibration pro-
cess. The proposed model is implemented as an interactive application program in the 
MATLAB computer environment. 
Keywords: coupling drive, serpentine spring clutch, variable stiffness, torsional vibrations, 
energy dissipation, absorption coefficient 

При динамическом расчете приводов различ-
ных машин, подверженных колебательным и 
ударным нагрузкам, необходимо знать демпфи-
рующие свойства их узлов и деталей. 

Упругие компенсирующие муфты относятся 
к числу наиболее распространенных в приводах 
общемашиностроительного назначения узлов, 
предназначенных для снижения передаваемой 
динамической нагрузки, демпфирования коле-
баний и компенсации несоосности соединяе-
мых валов. 

Демпфирующие свойства муфт с упругими 
неметаллическими элементами, выполненны-
ми, как правило, из резины, полиуретана и 
композиционных материалов, хорошо изучены 
и достаточно полно описаны в работах [1–6]. 
Публикаций по исследованию диссипативных 
характеристик муфт с упругими металлически-
ми элементами найдено существенно меньше 
[5–10], и их результаты не охватывают все виды 
указанных муфт, а также носят недостаточно 
полный характер. 

В связи с этим изучение демпфирования ко-
лебаний в муфтах переменной жесткости со 
змеевидной пружиной является актуальной 
задачей и продолжает исследования [11–18] в 
области конструкционного демпфирования в 
узлах и контактах деталей машин. 

Такие муфты получили широкое распро-
странение в приводах изделий тяжелого маши-
ностроения и станкостроения с широким диа-
пазоном регулирования скоростей и передава-
емых нагрузок. 

Наиболее характерным для приводов ука-
занных машин является случай крутильных 
гармонических колебаний соединяемых данной 
муфтой валов, связанных с их закручиванием 
вследствие дисбаланса присоединенных дета-
лей. Нелинейная зависимость угла закручива-
ния полумуфт φ от вращающего момента T, пе-
редаваемого муфтой, обусловлена криволиней-

ностью рабочих поверхностей их зубьев и пред-
ставляется благоприятной с точки зрения 
борьбы с колебаниями. 

Конструктивная схема муфты переменной 
жесткости со змеевидной пружиной приведена 
на рис. 1. 

Основное применение в динамически на-
груженных, например, станочных муфтах, име-
ют рабочие профили зубьев, очерченные дуга-
ми окружностей радиусом  (рис. 2), центры 
которых лежит в плоскости внешних торцов 
зубьев [7]. 

 
Рис. 1. Конструктивная схема муфты переменной 

жесткости со змеевидной пружиной: 
1, 9 — зубчатые полумуфты; 2 — винты; 3, 7 — манжеты;  

4, 6 — полукожухи; 5 — комплект болтов с гайками;  
8 — змеевидная пружина 

 
Рис. 2. Расчетная схема деформации пружины 
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Жесткость такой муфты во всем диапазоне 
нагрузки нелинейная, а зависимость угла за-
кручивания полумуфт  от передаваемого ей 
вращающего момента T определяется выраже-
нием [1] 
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Здесь m  — расстояние от радиальной плоско-
сти разъема муфты до плоскости внешних тор-
цов зубьев,   00,5zm L L  ( zL  — длина зуба; 

0L  — расстояние между плоскостями внутрен-
них торцов зубьев полумуфт); a  — расстояние 
от радиальной плоскости разъема муфты до 
точки контакта зуба с пружиной; 1  — радиус 
кривизны пружины,   1 0,5b  (b — высота 
поперечного сечения пружины); zD  — диаметр 
муфты по средней высоте пружины; L  — рас-
стояние от радиальной плоскости разъема муф-
ты до места перехода прямолинейного участка 
полувитка ненагруженной пружины в полу-
окружность; t  — ширина витка пружины по 
средней толщине; uE  — модуль Юнга материа-
ла пружины; J  — момент инерции прямо-
угольного поперечного сечения пружины, 
 3 /12J bh  ( h  — толщина поперечного сечения 

пружины); z  — число зубьев полумуфты. 
Расстояние от радиальной плоскости разъ-

ема муфты до точки контакта зуба с пружиной 
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где F  — окружная сила в единичном контакте 
пружины с зубом,  )2 .( zF T zD  

Цель работы — изучение и определение ко-
личественных характеристик рассеяния энер-
гии крутильных колебаний в муфте переменной 
жесткости со змеевидной пружиной. 

Теоретическое исследование выполнено на 
базе известного метода оценки потерь энергии 
колебаний на трение при проскальзывании в 
сжатом контакте деталей [19]. При разработке 
математической модели рассеяния энергии 
крутильных колебаний в рассматриваемой 
муфте приняты допущения, аналогичные ис-
пользованным в работе [17] при исследовании 
демпфирования этих колебаний в такой же 
муфте, но с постоянной жесткостью: 

• потерями энергии на контактные дефор-
мации сопряженных поверхностей пружины и 
зубьев пренебрегаем как малыми по сравнению 
с таковыми на трение при проскальзывании в 
их контактах; 

• трение в контактах определяется законом 
Кулона — Амонтона; 

• нормальная сила, прижимающая пружину 
к зубу, равномерно распределена по площади 
их контакта; 

• кривизну витка пружины на участке между 
точками его контакта с зубьями полумуфт в 
расчетах не учитываем, так как она невелика 
вследствие малых углов закручивания полу-
муфт (φ  1,0…1,2) [5] при передаче нагрузки. 

В качестве количественных характеристик 
демпфирования колебаний выбраны абсолют-
ное рассеяние энергии колебаний за цикл W и 
коэффициент поглощения (относительное рас-
сеяние)   [20]. 

Для определения элементарного проскаль-
зывания ds в единичном контакте пружины с 
зубом при увеличении угла закручивания на 
величину d  используем расчетную схему, по-
казанную на рис. 3. 

Точка A1 на схеме является точкой контакта 
пружины с зубом при угле 0 .  После его увели-
чения на величину d  точка A1 на поверхности 
зуба перемещается в положение 1,A  а точка 
контакта пружины с зубом занимает положе-
ние A2. 

Элементарное перемещение зуба в плоско-
сти, перпендикулярной оси вращения муфты 
по дуге окружности с диаметром zD  
(см. рис. 1), определяется выражением 

   1 1 0,5 .zdx A A D d   (3) 

 
Рис. 3. Расчетная схема для определения 

элементарного проскальзывания ds 
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Анализ расчетной схемы с учетом малости 
указанных на ней углов позволяет записать вы-
ражение 
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где 1CA  и 2CA  — отрезки прямых линий, каса-
тельных к рабочему профилю зуба в точках его 
контакта с пружиной; 0  — угол наклона ради-
уса дуги окружности зуба в точке 1A  радиаль-
ной плоскости разъема муфты. 

С учетом выражения (3) получаем 

     10,5 .zds D d m a   (4) 

Среднюю за цикл колебаний силу трения в 
единичном контакте пружины с зубом опреде-
ляем из выражения 

   0
тр 0
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z
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где f  — коэффициент трения скольжения в 
контакте зуба и пружины; 0F  — среднее за цикл 
колебаний значение нормальной силы в этом 

контакте, равное окружной силе от номиналь-
ного вращающего момента 0T , передаваемого 
муфтой, 0 02 ( ).zF T zD  

Абсолютное рассеяние энергии колебаний за 
цикл в муфте рассчитываем как 
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где T  — период колебаний,    2 /T  (  — 
частота колебаний); s  — текущее приращение 
проскальзывания s в единичном контакте пру-
жины с зубом,  /s ds d  (  — время); a  —  
амплитуда угла закручивания полумуфт, соот-
ветствующая амплитуде aT  вращающего мо-
мента T. 

После подстановки выражений (4), (5) в 
формулу (6) и после дальнейших преобразова-
ний получаем 
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Максимальную потенциальную энергию де-
формации упругого элемента (пружины) муф-

 

 
Рис. 4. Зависимости коэффициента поглощения   (а), абсолютного рассеяния энергии колебаний  

за цикл W (б) и энергоемкости E муфты (в) от амплитуды a  угла закручивания ее полумуфт  
при номинальном вращающем моменте 0T  32 (1), 36 (2) и 40 Н м (3) 
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ты переменной жесткости за цикл колебаний, 
т. е. ее энергоемкость, вычисляем с учетом ра-
нее приведенных выражений для определения 
F  и 0F  по известной формуле 
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где x  — текущее приращение перемещения x 
зуба полумуфты. 

После подстановки соотношения (4) в вы-
ражение (8) имеем 
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Коэффициент поглощения определяем по 
формуле [20] 
   .W E   (10) 

Таким образом, разработанная математиче-
ская модель представляет собой совокупность 
уравнений (1), (2), (7), (9) и (10). 

Аналитическое решение уравнений (7) и (9), 
а следовательно, и (10) с учетом взаимосвязан-

ных выражений (1) и (2) ведет к громоздким и 
неудобным при практических расчетах форму-
лам для определения параметров W, E и .  По-
этому модель реализована в виде интерактив-
ной прикладной программы в компьютерной 
среде MATLAB. 

Для определения влияния параметров кон-
струкции муфты и колебательного процесса на 
ее демпфирующую способность на базе разра-
ботанной программы выполнены численные 
расчеты характеристик W, E и .  

В качестве исходных данных выбраны сле-
дующие базовые конструктивные параметры 
опытного образца муфты шведской фирмы SKF 
типоразмера Grid Couplings 1020TGV с макси-
мальным вращающим моментом  52  Н мT  
[21]:  0 40 Н м;T   3 м5  м ;zD   28;z  
 5  мм;b ,  2 мм;h   6,25 мм;t  17  мм;L  
0 3 мм;L  11 мм;zL   133 мм;  uE  

52,1 10 МПа;    0,75;f   133  мм.  
Результаты численных расчетов получены в 

виде графических зависимостей количествен-
ных характеристик демпфирования ,  W  и 
энергоемкости E муфты от амплитуды a  угла 

 

 
Рис. 5. Зависимости коэффициента поглощения   (а), абсолютного рассеяния энергии колебаний  

за цикл W (б) и энергоемкости E (в) муфты от амплитуды a  угла закручивания ее полумуфт  
при расстоянии между плоскостями внутренних торцов зубьев полумуфт 0L  1,5 (1), 3,0 (2) и 4,5 мм (3) 
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закручивания полумуфт при варьировании па-
раметров ее конструкции или колебательного 
процесса. Примеры таких зависимостей приве-
дены на рис. 4–6. 

Анализ результатов выполненных расчетов 
показал следующее: 

• коэффициент поглощения   возрастает  
с увеличением номинального вращающего 
момента 0 ,T  расстояния между плоскостями 
внутренних торцов зубьев полумуфт 0 ,L  дли-
ны зуба zL  и ширины витка пружины по  
ее средней толщине t и уменьшается с ростом 
высоты b и толщины h пружины, а также  
амплитуды угла закручивания полумуфт; 

• абсолютное рассеяние энергии колебаний 
за цикл W увеличивается с возрастанием пара-
метров T0, t, a  и снижается с ростом парамет-
ров 0 ,L  ,zL  b, h; 

• энергоемкость E муфты возрастает с увели-
чением параметров T0,  ,a  b, h и падает с ро-
стом параметров 0 ,L  ,zL  t; 

• полученные расчетные значения коэффи-
циента поглощения, достигающие    0,5…0,8, 
подтверждают адекватность разработанной ма-

тематической модели, так как они достаточно 
хорошо совпадают с обобщенными экспери-
ментальными данными, приведенными в рабо-
тах [5], [6] и [18]:    0,5…0,6;    0,13…0,52 и 
   0,48…0,65. 

Выводы 
1. Разработана математическая модель 

демпфирования крутильных колебаний в муфте 
переменной жесткости со змеевидной пружи-
ной, позволяющая определять его количе-
ственные характеристики — абсолютное рассе-
яние энергии колебаний за цикл W и коэффи-
циент поглощения  , а также энергоемкость 
муфты E в зависимости от параметров ее кон-
струкции и колебательного процесса. 

2. Предложенная модель реализована в виде 
прикладной программы в компьютерной среде 
MATLAB, работа с которой в интерактивном ре-
жиме позволяет, варьируя различные конструк-
тивные параметры муфты и характеристики цик-
ла колебаний, оценить их влияние на демпфиру-
ющую способность и энергоемкость муфты. 

 

 
Рис. 6. Зависимости коэффициента поглощения   (а), абсолютного рассеяния энергии колебаний  

за цикл W (б) и энергоемкости E (в) муфты от амплитуды a угла закручивания ее полумуфт  
при толщине поперечного сечения пружины h = 1,8 (1), 1,9 (2) и 2 мм (3) 
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3. Адекватность разработанной математи-
ческой модели подтверждена хорошим совпа-
дением полученных с ее помощью расчетных 

значений коэффициентов поглощения с 
обобщенными экспериментальными данными, 
приведенными в работах [5], [6] и [18]. 
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