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Рассмотрена динамика плоского движения трехзвенного крана-манипулятора, состо-
ящего из двух упругих на изгиб стержней и присоединенного к ним на конце массив-
ного твердого тела (захвата с грузом). Все звенья связаны между собой шарнирными 
узлами с заданными (управляемыми) относительными углами поворота. Первое звено 
также соединено с подвижным основанием. Разработана математическая модель си-
стемы для расчета ее нестационарных колебаний и динамического нагружения звень-
ев при произвольных по времени и больших относительных углах поворота звеньев 
как твердых тел. Изгибные деформации стержней (упругие поперечные перемещения 
и углы поворота осей) считаются малыми (линейными). Изгиб каждого стержня 
представлен по методу Ритца двумя заданными функциями формы с неизвестными 
коэффициентами, которые приняты за обобщенные координаты. При этом использо-
ваны консольные формы изгиба каждого стержня с заданным поперечным переме-
щением и углом поворота на их концах. Рассмотрен упрощенный вариант: изгиб каж-
дого стержня представлен только одной заданной формой его изгиба единичным мо-
ментом, приложенным на конце. Уравнения колебаний системы получены на основе 
принципа возможных перемещений в обобщенных координатах (четыре или два 
уравнения в упрощенном варианте). Так как углы поворота на концах упругих стерж-
ней складываются с задаваемыми углами поворота недеформируемых стержней, сум-
марные углы для удобства вычислений и повышения точности оставлены под знака-
ми синусов и косинусов без линеаризации. В результате такие уравнения нестацио-
нарных колебаний являются нелинейными и интегрированы численными методами с 
использованием стандартных программ в одном из комплексов компьютерной алгеб-
ры. Приведены примеры расчета со сравнительными оценками результатов, получен-
ных в дву- и одночленном приближениях функции формы изгиба стержневых звень-
ев системы. 
Ключевые слова: кран-манипулятор типа руки, динамика плоского движения, упру-
гие колебания, уравнения в обобщенных координатах 

——————— 
* Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22-29-01206). 
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The paper considers the plane motion dynamics of a three-link crane-manipulator con-
sisting of two rods elastic in bending and a massive solid body attached to them at their 
end (load capture). All links are interconnected by hinge joints with the given (controlled) 
relative rotation angles. The first link is also connected to the mobile base. The system 
mathematical model was developed to calculate its non-stationary oscillations and dy-
namic loading of links at arbitrary in time and large relative angles of the links rotation as 
the solid bodies. The rods bending deformations (elastic transverse displacements and ro-
tation angles of the axes) were considered to be insignificant (linear). Each rod ending was 
represented by the Ritz method using two given shape functions with the unknown coeffi-
cients, which were taken as the generalized coordinates. In this case, the “cantilever” 
bending forms of each rod with the given transverse displacement and angle of rotation at 
their ends were used. A simplified version was considered: each rod bending was repre-
sented by only one given form of its bending by a single moment applied at the end. Sys-
tem oscillation equations were obtained based on the principle of probable displacements 
in the generalized coordinates (four equations or two in a simplified form). Since rotation 
angles at the ends of the elastic rods were added to the given rotation angles of the non-
deformable rods, total angles were left under the signs of sines and cosines without linear-
ization for convenience of calculations and increasing accuracy. As a result, such equa-
tions of non-stationary oscillations remained non-linear. They were integrated by numer-
ical methods using standard programs in one of the computer algebra systems. Examples 
are provided with the comparative results estimates obtained in the two-term and one-
term approximations of the function in regard to the bending form of the system bending 
rod joints. 
Keywords: crane-manipulator of the arm type, plane motion dynamics, elastic oscillations, 
equations in generalized coordinates 

Задачам математического моделирования ди-
намики манипуляционных роботов различного 
типа и назначения с учетом упругости их звень-
ев посвящено много публикаций. 

Космические манипуляторы, предназначен-
ные для работы в условиях невесомости, спо-
собны перемещать при плавном, медленном 
ходе массивные грузы на большие расстояния. 
Например, манипулятор ERA на Международ-
ной космической станции, имеющий два звена 
в виде тонкостенных стержней общей массой 
630 кг, может выдвигаться до 10 м и переносить 
8-тонный груз со скоростью до 10 см/с при точ-
ности позиционирования до 5 мм [1–3]. 

Для сборки крупногабаритных космических 
конструкций, силовым каркасом которых яв-
ляются регулярные фермы, образованные 
большим количеством однотипных элементов, 
могут потребоваться космические роботы-
манипуляторы, чтобы выполнять однотипные 
быстрые операции с высокой точностью пози-
ционирования и устранением упругих колеба-
ний после каждой операции [4–6]. 

Подходы и методы моделирования динами-
ки манипуляторов с упругими звеньями рас-
смотрены в работах [7–11]. Многие из этих ме-
тодов отражены и реализованы на примерах 
расчета в монографии [12]. Там же подробно 

исследована динамика пространственного дви-
жения манипулятора с двумя упругими звенья-
ми в виде стержней, работающих на растяже-
ние-сжатие, изгиб в двух плоскостях и кручение 
при допущении, что масса звеньев пренебре-
жимо мала по сравнению с таковой перемеща-
емого груза. 

В статье [13] для моделирования двухзвен-
ного манипулятора со звеньями в виде стерж-
ней постоянного поперечного сечения исполь-
зованы разложения по их собственным формам 
колебаний с условиями сопряжения в подвиж-
ном шарнире. 

В работах [14–17] для системы упругих 
стержней, моделирующих многозвенные мани-
пуляторы, усовершенствован подход, основан-
ный на численном решении по методу конеч-
ных разностей связанной системы дифферен-
циальных уравнений в частных производных 
(по координатам и времени), описывающих 
продольные, поперечные в двух плоскостях и 
крутильные колебания стержней с учетом их 
кинематических и динамических условий со-
пряжения в подвижных соединениях. 

Многие задачи динамики упругих составных 
систем можно решать с помощью общих под-
ходов и методов, изложенных в монографиях 
[18–20]. 
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Постановка задачи. Рассмотрим плоское дви-
жение космического крана-манипулятора типа 
руки, состоящего из трех шарнирно связанных 
между собой звеньев (рис. 1). Относительные 
углы поворота соединяемых в шарнирных уз-
лах 0, 1, 2 звеньев 0( )t , 1( )t , 2( )t  и переме-
щения основания 0 ( )x t , 0( )y t  будем считать 
заданными (управляемыми). 

Первое и второе звенья принимаем упруги-
ми на изгиб стержнями с постоянными по 
длине жесткостями iEI  и переменными в об-
щем случае погонными массами ( )im  ( 1, 2i ), 
поперечные перемещения, обусловленные из-
гибом стержней, — малыми, а их продольные 
перемещения — пренебрежимо малыми. 

Третье звено, являющееся недеформируе-
мым телом с массой 3M  и центральным момен-
том инерции 0

3J  в точке 3, моделирует схват с 
присоединенным твердым телом (грузом). Углы 
поворота звеньев как твердых тел — произ-
вольные (большие). 

Внутри первого и второго полых стержней 
расположены механизмы и приводы, осуществ-
ляющие заданное жесткое кинематическое 
управление изменением углов между соединяе-
мыми звеньями  ( )i t  ( 0, 1, 2)i  с целью пере-
движения и позиционирования твердого тела 3. 

Для вывода уравнений движения рассмат-
риваемой системы использован принцип воз-
можных перемещений (принцип Даламбера — 
Лагранжа) 
   инП 0,А   (1) 

где П  — вариация потенциальной энергии 
изгиба первого и второго звеньев;  инА  — ва-
риация работы инерционных сил рассматрива-

емой системы (двух упругих звеньев в виде 
первого, второго стержней и третьего недефор-
мируемого звена с центром масс в точке 3). 

Рассмотрим слагаемые, входящие в состав 
формулы (1). 

 
Первое звено. Координаты произвольной точ-
ки стержня (1)( , )x t  и (1)( , )y t  в неподвижной 
системе координат xy  (см. рис. 1) определяют-
ся выражениями 

 
    
      

(1) (1)
0 1 1

(1) (1)
0 1 1

( ) cos sin ;
( ) sin cos ,

x x t
y y t

  (2) 

где   — продольная координата местной, свя-
занной с левым концом рассматриваемого 
стержня подвижной системы координат   
(    10 l ); 1 0 ( )t    — угол поворота первого 
звена как твердого тела;  (1)( , )t  — поперечное 
перемещение первого стержня за счет изгиба. 

Малый угол поворота оси стержня за счет 
его изгиба определяется как  (1) .d d  Прогиб 
  (1)

1 1( ) ( , )t l t  и угол поворота 1( )t  на конце 
стержня далее будем рассматривать как обоб-
щенные координаты. 

Вариация работы сил инерции первого зве-
на, взятая с обратным знаком, имеет вид 

       
1

(1) (1) (1) (1) (1)
ин 1

0

, 
l

А m x x y y d  (3) 

где с учетом формулы (2) выражение в квад-
ратных скобках можно записать как 

          
     

(1) (1)
0 1 0 1 1

(1) (1) 2
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sin cos ;
.

 
  

y x y A
A

 (4) 

 
Второе звено. Координаты произвольной точ-
ки второго стержня (2)( , )x t  и (2)( , )y t  в не-
подвижной системе координат xy  (см. рис. 1) 
определяются как 

 
    
     

(2) (2)
1 2 2

(2) (2)
1 2 2

cos sin ;
sin cos ,

x x
y y

 (5) 

где 2  — угол поворота второго звена; 
 (2)( , )t  — поперечное перемещение второго 
стержня за счет изгиба,    20 l ; 1( )x t   

(1)
1( , );x l t   (1)

1 1( ) ( , ).y t y l t  
Согласно рис. 1, угол поворота второго звена 

как твердого тела 

     2 1 1 1( ),t  

причем 

   2 1.  
 

Рис. 1. Модель трехзвенного космического  
крана-манипулятора типа руки 
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Прогиб   (2)
2 2( ) ( , )t l t  и угол поворо-

та 2( )t  на правом конце второго стержня за 
счет его изгиба далее будем рассматривать в 
качестве обобщенных координат. 

Вариация работы сил инерции второго зве-
на, взятая с обратным знаком, имеет вид 

      
2

(2) (2) (2) (2) (2)
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0
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А m x x y y d  (6) 

где с учетом формулы (5) выражение в квад-
ратных скобках можно записать как 
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Здесь 
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Третье звено. Координаты центра масс твердо-
го тела в неподвижной системе координат xy  
(см. рис. 1) определяются следующим образом: 

   3 2 3 3cos ;x x r      3 2 3 3sin ,y y r  (8) 

где 3  — угол поворота твердого тела. 
С учетом формулы (5) 
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Вариация работы сил инерции с обратным 
знаком для третьего звена (как для абсолютно 
твердого тела) определяется выражением 

            (3) 0
ин 3 3 3 3 3 3 1 23 , А x x y y M J  

которое с учетом соотношения (8) можно запи-
сать как 
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Дифференциальные уравнения движения. 
Изгиб каждого упругого звена крана-мани-
пулятора описывается по методу Ритца с по-
мощью одной или двух заданных функций 
формы с неизвестными коэффициентами, рас-
сматриваемыми как обобщенные координаты. 

При двучленной аппроксимации прогиба 
стержня как консоли в местной связанной си-
стеме координат   использованы точные ре-
шения квазистатической задачи изгиба k-го 
стержня, удовлетворяющие кинематическим 
условиям соединения стержней в узлах 0, 1, 2 
(см. рис. 1): 

   

      
          

        

( )

2 3 3 2

2 3 2

, 1, 2;

( ) 3 2 ; ( ) ;

( ) 1; ( ) 0; ( ) 0; ( ) 1.

k
k k k k

k k
kk k k

k k k k k k k k

k

l l l l
l l l l

  (11) 

С учетом выражения (11) потенциальная 
энергия изгиба k-го стержня 

     
2

( )

0

1П
2

kl
k

k kEI d   

         
 

2 2 2
3

1 12 1 .
2 3

k
k k kk k k

k

EI l l
l

 (12) 

Потенциальная энергия двух связанных 
между собой упругих звеньев 

  1 2П П П .  

С учетом соотношений (3), (6), (9), (4), (7) и 
(10) выражение для вариации работы инерци-
онных сил рассматриваемой системы в обоб-
щенных координатах 1 , 1 , 2 , 2  принимает 
вид 
      (1) (2) (3)

ин ин ин инА А А А  

        1 1 2 1 3 2 4 2 ,L L L L  (13) 
где iL  — нелинейные дифференциальные опе-
раторы заданных функций 0( ),x t  0( ),y t  0( ),t  
1( ),t  2( )t  и неизвестных функций 1( ),t  
1( ),t  2( ),t  2( ),t  1, 2, 3, 4;i  ввиду громозд-
кости выражения для них не приведены. 

С учетом выражений (1), (11)–(13) система 
дифференциальных уравнений плоского дви-
жения и упругих колебаний трехзвенного кра-
на-манипулятора имеет вид 
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При одночленной аппроксимации прогиба 
k-го стержня как консоли в местной связанной 
системе координат   можно использовать 
выражение 

        
2

( )
2

; ( ) , 1, 2.k
k k k

k
k

l
  (15) 

В этом случае изгибающий момент в k-м 
стержне принят постоянным, и угол поворота 
на его конце определяется как 

    2 .k k
kl

  (16) 

Здесь обобщенной координатой для k-го 
стержня будет только  ( )k t . 

C учетом выражений (15) и (16) потенци-
альная энергия изгиба k-го стержня 

      
2

( ) 2
3
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1 1 4П .
2 2

kl
kk

k k k
k

EIEI d
l

  (17) 

Тогда вместо выражения (13) запишем 

                   
   

ин 1 2 1 3 4 2
1 2

2 2 .   А L L L L
l l

  (18) 

С учетом соотношений (1), (16)–(18) система 
дифференциальных уравнений управляемого 
движения и сопровождающих упругих колеба-
ний приобретает вид 

 

    

    


1
1 2 13

1 1

2
3 4 23

2 2

2 4 0;

2 4 0.

 

 

EIL L
l l

EIL L
l l

  (19) 

Численные решения начальных задач с ана-
лизом точности и сходимости для системы, со-
стоящей из четырех (14) и двух (19) дифферен-
циальных уравнений, в обобщенных координа-
тах получены с использованием стандартных 
программ, реализующих методы Адамса, Рун-
ге — Кутты, Булирша — Штера, в программном 
комплексе компьютерной алгебры PTC 
Mathcad. 

Пример расчета. Проведем численное сравне-
ние результатов интегрирования двух нелиней-
ных систем дифференциальных уравнений вто-
рого порядка (14) и (19) на двух модельных 
примерах расчета. 

Во всех примерах расчета программное из-
менение углов 0( ),t  1( ),t  2( )t  взято иден-
тичным и показано на рис. 2: 
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где 

  0
3 ;
8T   1 ;

3T    2
3 ;
4T  15T  с. 

Узел 0 считаем неподвижным, поэтому 
0 ( ) 0x t , 0( ) 0y t . 

Общие для обоих примеров расчета исход-
ные данные:  1 2 5l l  м;  1 2 5m m  кг/м; 
3 2r  м; 3 600M  кг; 0

3 100J  кг·м2. Численное 
интегрирование выполнялось по методу Адам-
са в интервале времени от 0 0t  до 

 к 4 60 с,t T  шаг интегрирования — 410  с. 

 
Рис. 2. Изменение во времени t управляемых  

углов поворота стержней 0 ,  1  и 2  



#5(758) 2023 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 117 

В начальном положении стержни и схват 
находятся в покое и вытянуты вдоль оси x  
     0 1 2( 0).  В первом примере изгибная 

жесткость обоих упругих звеньев составляла 
105 Па·м4, во втором примере — 1 2EI EI   

62 10   Па·м4. 
Расчетные зависимости прогибов 1 , 2  и 

углов поворота 1 , 2  стержней от времени t 
при изгибной жесткости   5

1 2 10EI EI  Па·м4 
приведены на рис. 3, а при 1 2EI EI   

62 10   Па·м4 — на рис. 4. Здесь сплошными 
линиями показаны решения для одночленной 
аппроксимации прогиба, а штриховыми — для 
двучленной. 

Как видно из рис. 4, в пределах масштабов 
графиков результаты расчета по одно- и дву-
членной модели во втором примере (с более 
жесткими звеньями) практически совпадают. 
При этом существенно снижаются амплитуды 
упругих колебаний, и увеличивается их частота. 

 

 
Рис. 3. Расчетные зависимости прогибов 1  (а), 2  (б) и углов поворота 1  (в), 2  (г) стержней  

от времени t при изгибной жесткости   5
1 2 10EI EI  Па·м4 

 
Рис. 4 (начало). Расчетные зависимости прогибов 1  (а), 2  (б) и углов поворота 1  (в), 2  (г) стержней  

от времени t при изгибной жесткости    6
1 2 2 10EI EI  Па·м4 
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Рис. 4 (окончание). Расчетные зависимости прогибов 1  (а), 2  (б) и углов поворота 1  (в), 2  (г) стержней 

от времени t при изгибной жесткости    6
1 2 2 10EI EI  Па·м4 

 

 
Рис. 5. Формы крана-манипулятора при изгибной жесткости   5

1 2 10EI EI  Па·м4  
в разные моменты времени: 

а — t = T = 15 c; б — t = 2T = 30 c; в — t = 3T = 45 c; г — t = 4T = 60 c 

 
Формы крана-манипулятора в различные 

моменты времени для первого и второго рас-
четных случаев приведены соответственно на 
рис. 5 и 6. 

Интегрирование по времени системы нели-
нейных дифференциальных уравнений (19) 
для одночленной аппроксимации прогиба 
стержней идет в среднем на 40…70 % быстрее, 
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чем системы (14) для двучленной аппрокси-
мации. 

Выводы 
1. Разработана математическая модель плос-

кого движения трехзвенного крана-манипуля-
тора типа руки с двумя упругими на изгиб 
стержневыми звеньями при кинематическом 
воздействии трех управляемых относительных 
углов поворота в соединительных шарнирных 
узлах. Изгиб каждого стержня описан задан-
ными одно- или двучленными функциями  

с неизвестными коэффициентами, которые 
приняты за обобщенные координаты. 

2. Выполнены расчеты развертывания и 
упругих колебаний системы с использованием 
четырех и двух дифференциальных уравнений 
при различных параметрах системы. 

3. Показано, что упрощенная двухстепенная 
модель дает достаточно точные оценки и 
вполне применима для анализа динамического 
нагружения и колебаний крана-манипулятора 
на этапе проектирования системы и выбора ее 
параметров. 
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Рис. 6. Формы крана-манипулятора при изгибной жесткости    6

1 2 2 10EI EI  Па·м4  
в разные моменты времени: 

а — t = T = 15 c; б — t = 2T = 30 c; в — t = 3T = 45 c; г — t = 4T = 60 c 
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