
#2(755) 2023 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 3 

Машиностроение и машиноведение 
 
УДК 621.833.7 doi: 10.18698/0536-1044-2023-2-3-10 

Силовой расчет сдвоенного механизма  
параллельных кривошипов 

Г.А. Тимофеев, Н.А. Яминский 
МГТУ им. Н.Э. Баумана 

Power Calculation of a Coupled Mechanism  
of Parallel Cranks 

G.A. Timofeev, N.A. Yaminsky 
Bauman Moscow State Technical University 

 
Конструктивно-компоновочные возможности редукторов с гибкими и жесткими зве-
ньями, созданными на базе сдвоенных механизмов параллельных кривошипов (вол-
новых зубчатых передач с генераторами волн внешнего деформирования, кривошип-
но-планетарных редукторов и комбинированных планетарно-волновых механизмов), 
наиболее полно удовлетворяют требованиям, предъявляемым к передаточным меха-
низмам системы автоматического управления антенными приводами. Методы расче-
та геометрических характеристик, силового взаимодействия элементов, оценки ос-
новных качественных показателей волновой зубчатой передачи с генератором волн 
внешнего деформирования и рекомендации по их использованию практически отсут-
ствуют в технической литературе (кроме работ ученых кафедры «Теория механизмов 
и машин» МГТУ им. Н.Э. Баумана). В связи с этим исследования, направленные на со-
здание методов расчета и проектирования этих механизмов для специальных приво-
дов систем автоматического управления, являются важными. Изложена методика си-
лового расчета сдвоенного механизма параллельных кривошипов волновой зубчатой 
передачи с генератором волн внешнего деформирования, позволяющая грамотно 
проектировать эти приводы. 
Ключевые слова: волновая зубчатая передача, генератор волн внешнего деформиро-
вания, механизм параллельных кривошипов, силовое взаимодействие звеньев 

Design and layout capabilities of gearboxes with flexible and rigid links created on the basis 
of dual mechanisms of parallel cranks (wave gears with external deformation wave genera-
tors of the crank-planetary gearboxes and combined planetary-wave mechanisms) most ful-
ly satisfy requirements to the transmission mechanisms of the system automatic control of 
the antenna drives. Methods for calculating geometric characteristics, power interaction of 
elements, evaluation of the main quality indicators of the wave gear with external defor-
mation wave generators and recommendations for their use are practically missing in the 
technical literature (except for works of scientists from the Department of Theory of Mech-
anisms and Machines, Bauman Moscow State Technical University). Therefore, studies 
aimed at creating methods of calculating and designing these mechanisms for special drives 
of the automatic control systems are important. The paper describes technique of power 
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calculation of the double mechanism of the wave gear parallel cranks with the wave external 
deformation generator making it possible to competently design these drives. 
Keywords: wave gear transmission, external deformation wave generator, mechanism of 
parallel cranks, power interaction of links 

Бум развития волновых зубчатых передач (ВЗП) 
в Европе, СССР и других странах наблюдался с 
начала 70-х до середины 80-х годов прошлого 
столетия. За это время ученые и инженеры 
научились создавать надежные, высокоточные, 
малогабаритные приводы с ВЗП. В дальнейшем 
разработчики новой техники стали больше уде-
лять внимания проектированию и изготовлению 
типовых конструкций с ВЗП [1–16]. 

По данным открытых источников [6, 7, 9, 
14], ВЗП с генератором волн внешнего дефор-
мирования исследовались в 70-е–80-е годы 
прошлого века. В последние тридцать лет им не 
уделялось должного внимания, если не считать 
программ закрытой тематики исследователь-
ских организаций. 

Новым конструктивным решением, позво-
ляющим значительно расширить компоновоч-
ные возможности при проектировании элек-
тромеханических приводов, является ВЗП с 
генератором волн внешнего деформирования, 
разработанная на кафедре РК-2 МГТУ 
им. Н.Э. Баумана [15]. 

Кинематические схемы ВЗП с генератором 
волн внешнего деформирования различного ис-
полнения приведены на рис. 1, где zг, zг.м, zг2 — 
числа зубьев гибких колес (ГК); zж, zж.м, zж2 — 
числа зубьев жестких колес (ЖК). ВЗП с генера-
тором волн внешнего деформирования может 
быть одноступенчатой (рис. 1, а, б), с волновой 
зубчатой муфтой (рис. 1, в) и передаточным от-
ношением 60…320 и двухступенчатой (рис. 1, г) 
с передаточным отношением 2500…100 000. 

ВЗП (см. рис. 1) состоит из корпуса 3, двух 
кольцевых шайб 2, внутренние поверхности 
которых деформируют ГК 4, имеющее внутрен-
ние зубья. Кольцевые шайбы установлены на 
трех кривошипных валиках 1. Зубчатые венцы 
ГК с внутренними зубьями и ЖК 5, имеющего 
внешние зубья, зацепляются, образуя волновое 
зацепление. 

В первой схеме (см. рис. 1, а) с выходным ва-
лом 6 связано ГК, во второй (см. рис. 1, б) — ЖК. 
В третьей схеме с волновой зубчатой муфтой 
(см. рис. 1, в) движение снимается с ЖК, число 
зубьев которого zж.м = zг.м. 

Цель работы — силовой расчет ВЗП с внеш-
ним деформированием, определение нагрузок в 
рабочем процессе на ее элементы, нахождение 
реакций и усилий, позволяющих провести рас-
чет динамической грузоподъемности передачи, 
оценку ее ресурса, работоспособности и надеж-
ности. 

В ВЗП с внешним деформированием ГК гене-
ратор волн выполнен в виде сдвоенного меха-
низма параллельных кривошипов, состоящего 
из двух шайб 4, установленных на эксцентрич-
ных шейках трех параллельных валиков 1–3 
(рис. 2). Движущий момент передается от элек-
тродвигателя на валик 1 генератора волн, за-
ставляя его циклически деформировать ГК, вхо-
дящее в зацепление с ЖК, закрепленным на вы-
ходном валу. Эксцентриситет кривошипных 
валиков определяется как расстояние OшO. 

Сдвиг фаз установки шайб генератора волн 
равен 180°, что обеспечивает ВЗП две диамет-

           
Рис. 1. Кинематические схемы ВЗП с генераторами волн внешнего деформирования различного исполнения: 

а, б — одноступенчатых; в — с волновой зубчатой муфтой; г — двухступенчатой 
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рально противоположные зоны зацепления ГК 
и ЖК. 

Механизм параллельных кривошипов будем 
рассматривать как плоский. За обобщенную 
координату механизма примем угловую коор-
динату первого звена   Внешняя нагрузка — 
момент сопротивления нагрузки на выходном 
валу н т ,M T  где тT  — момент нагрузки на вы-
ходном валу (см. рис. 1, б). 

Силовой расчет механизма проведем кине-
тостатическим методом без учета трения в ки-
нематических парах. При заданном моменте 
сопротивления на выходном валу, а также с 
учетом передаточного отношения редu  и коэф-
фициента полезного действия ред  волнового 
редуктора движущий момент на ведущем кри-
вошипе генератора волн определяется выраже-
нием 

 н
д

ред ред
.


MТ

u
 

Полагаем, что момент сопротивления в двух-
волновой зубчатой передаче распределяется по-
ровну между двумя механизмами параллельных 
кривошипов и создает одинаковые реакции по 
зонам зацепления: 
 н т з в.ж2 ,  аM Т F r  

где зF  — сила, действующая в зацеплении од-
ной пары зубьев; в.жr  — радиус основной 

окружности ЖК; а  — коэффициент торцевого 
перекрытия ВЗП. 

Радиус основной окружности ЖК 

 ж
в.ж cos ,

2
 w

z mr  

где m  и w  — модуль и угол зацепления ВЗП. 
После преобразований получаем 
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Так как ГК и деформирующая шайба генера-
тора волн в точке контакта образуют высшую 
пару, на каждую шайбу действует сила (рис. 3) 
 з з sin . n

wF F  

Введем следующие обозначения: Fix  и Fiy  — 
силы, действующие на кинематические пары; i — 
номер звена, i = 1, …, 4; Qx

Ai  и Q y
Ai  — реакции в 

кинематических парах; Gi  — сила тяжести, дей-
ствующая на i-е звено; SiM  — главный момент 
сил инерции i-го элемента в точке iS ; x

BiQ  — ре-
акции валов в механизме параллельных криво-
шипов; ФiM  — главный момент сил инерции; 

,kp  ,kxp  kyp  — радиус k-го кривошипа и его со-
ставляющие по осям x и y соответственно, k = 1, 
2, 3; wa  — межосевое расстояние; mq  — плечо 
приложения m-го усилия, m = 1, …, 4. 

Определим реакции в кинематических парах 
механизма в следующей последовательности. 

Для первого звена (рис. 3, а): 
 F1 0; x  Q G11 0, x

A   (1) 

отсюда 
 Q G11 ; x

A  
 F 1 0; y    Q 1 0;y

A   (2) 

  1 0; SM    1 д Ф1 11 12 2 0;   yx
y xB BQ p T M Q p   (3) 

 д Ф11 12 sin 2 cos .    yx
w wB BQ a Q a T M  

Здесь 

 
   
   

1 1

1 1

sin sin ;
cos cos .

y w

x w

p p a
p p a

 

Для второго звена (рис. 3, б): 
 F2 0; x    Q G22 0,  x

A   (4) 

отсюда 
 Q G22 ;x

A  

 F2 0; y    Q 2 0; y
A   (5) 

   2 0; SM    2 2 Ф22 22 2 0;   yx
y xB BQ p Q p M  (6) 

 
Рис. 2. Схема генератора волн ВЗП  
с внешним деформированием ГК  

(Pн — равнодействующая нагрузки  
в зоне взаимодействия генератора волн с ГК) 
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   Ф22 22 cos sin ,  y x
w wB BQ a Q a M  

где 
 2 1 ;y yp p    2 1 .x xp p  

Для третьего звена (рис. 3, в): 
 F3 0; x    Q G33 0,  x

A   (7) 

отсюда 
 Q G33 ;x

A  

 F3 0; y    Q 3 0; y
A   (8) 

   3 0; SM    3 3 Ф33 32 2 0;   yx
y xB BQ p Q p M  (9) 

   Ф33 32 cos sin ,  y x
w wB BQ a Q a M  

где 

 3 1 ;y yp p    3 1 .x xp p  

Для четвертого звена (рис. 3, г): 

F4 0; x  Q Q Q G Ф F4 41 2 3 4 0,     x x x x x
B B B S  (10) 

отсюда 
 Q Q Q F G Ф441 2 3 4 ;    x x x x x

B B B S  

    F4 0; y    Q Q Q Ф F41 2 3 4 0,    y y y y y
B B B S   (11) 

а следовательно, 

 Q Q Q F Ф41 2 3 4 ;   y y y y y
B B B S  

 
   

   
 4 1 2 21 2 2

3 3 Ф43 3

0;
0,

y yx
S y xB B B

y x
x yB B

M Q q Q q Q q
Q q Q q M

  (12) 

отсюда 

1 2 2 3 3 Ф41 2 2 3 3 .     y y yx x
y x x yB B B B BQ q Q q Q q Q q Q q M  

Здесь 
 з4 cos ; x nF F  
 Ф a4 44 ; x

S xS m  
  з4 sin ;y nF F  
 Ф a4 44 ; y

S yS m  

 2 2 cos ;
2
yq q    2 2 sin ;

2
xq q  

 3 3 sin ;
2
xq q    3 3 cos ,

2
yq q  

где 4m  — масса четвертого звена; 

 
Рис. 3. Схемы сил, действующих на ВЗП в первом (а), втором (б), третьем (в)  

и четвертом (4) звеньях 
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 2
4 0 41 cos ,  S x Sa l    2

4 0 41 sin  S y Sa l  

1(  — угловая скорость кривошипного вала; 
0 4Sl  — расстояние от центра вращения до цен-

тра масс). 
В системе уравнений (1)–(12) — тринадцать 

неизвестных, так как данный механизм стати-
чески неопределим (с одной избыточной свя-
зью). Недостающее уравнение можно получить 
при рассмотрении соотношения реакций Q 2B  и 

3:BQ  Q 2B  равна своей нормальной составляю-
щей 2 ,n

BQ  так как ее тангенциальная составля-
ющая  2 0BQ  (вследствие того, что расчет ве-
дется без учета сил трения), реакция Q 3B  равна 
своей нормальной составляющей 3 ,n

BQ  по-
скольку тангенциальная составляющая Q 3 0 B  
(см. рис. 3, 4). 

Это уравнение связывает деформации зве-
ньев в кинематических парах, образованных 
эксцентриками с шайбами генератора волн, и 
силы, под действием которых возникают эти 
деформации. Рассмотрены деформации  2S  и 
 3S  (см. рис. 4) при перемещении шайб генера-
тора волн относительно ведущего эксцентрика 

1 1A B  под действием внешней нагрузки Fз .n  
Так как жесткость шайбы в направлении 

действия силы Fз
n  постоянна, а жесткости ве-

домых эксцентриков практически равны, пере-
мещения точек B2 и B3 одинаковы:   2 3 .S S  
Учитывая, что линии действия сил Q 2 ,B  Q 3B  и 
Fз

n  параллельны, и, принимая в первом при-
ближении, что деформации в направлении си-
лы пропорциональны ее значению, имеем 

 


33

22
,

n
B
n
B

Q S
Q S

 

где 3
n
BQ  и 2

n
BQ  — нормальные составляющие 

реакций 3BQ  и 2 .BQ  
Отсюда 

 2 3 ,n n
B BQ Q   

а значит  

 Q Q2 3 .B B   (13) 

Из решения системы уравнений (1)–(13), 
определяются составляющие реакций в кине-
матических парах и движущий момент: 1,x

AQ  
1 ,y

AQ  2 ,x
AQ  2 ,y

AQ  3 ,x
AQ  3 ,y

AQ  1 ,x
BQ  1 ,y

BQ  2 ,x
BQ  2 ,y

BQ  
3 ,x

BQ  3 ,y
BQ дв .T  

Полные реакции в кинематических парах: 

    22
1 1 1 ;  yx

A A AQ Q Q  

    22
2 2 2 ;  yx

A A AQ Q Q  

    22
3 3 3 ;  yx

A A AQ Q Q  

    22
1 1 1 ;  yx

B B BQ Q Q  

    22
2 2 2 ;  yx

B B BQ Q Q  

    22
3 3 3 .  yx

B B BQ Q Q  

Угловые координаты 14 ,  24 ,  34 ,  01,  
02 ,  03  соответствующих векторов Q 1,B  Q 2 ,B  

Q 3 ,B  Q 1,A  Q 2 ,A  3AQ  определяются следующи-
ми выражениями: 

 1
14

1
sin ; 

y
B

B

Q
Q

   1
14

1
cos ; 

x
B

B

Q
Q

 

 2
24

2
sin ; 

y
B

B

Q
Q

   2
24

2
cos ; 

x
B

B

Q
Q

 

 3
34

3
sin ; 

y
B

B

Q
Q

   3
34

3
sin ; 

y
B

B

Q
Q

 

 1
01

1
sin ; 

y
A

A

Q
Q

   1
01

1
cos ; 

x
A

A

Q
Q

 

 2
02

2
sin ; 

y
A

A

Q
Q

   2
02

2
cos ; 

x
A

A

Q
Q

 

 3
03

3
sin ; 

y
A

A

Q
Q

   3
03

3
cos . 

x
A

A

Q
Q

 

Переменные реакции в кинематических па-
рах 1BQ , 2BQ  и 3BQ  за один оборот кривошипа 
приводятся к постоянным реакциям 1ср ,BQ  

2срBQ  и 3срBQ  посредством определения их 
среднеинтегрального значения по формуле 

 
Рис. 4. Схема деформации звеньев генератора волн 
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 ( 1) 1
1

ср
1

0,5
,

n
Bij Bi j j j

j
Bi

n

Q Q
Q  

где j — количество интервалов, j = 1, 2, …, n. 
Наибольшие из значений 1ср ,BQ  2срBQ  и 
3срBQ  будут являться расчетными нагрузками 

при определении динамической грузоподъем-
ности и работоспособности подшипников ка-
чения генератора волн, а также его крутильной 
жесткости. 

Вывод 
Наибольшие из среднеинтегральных значе-

ний реакций 1ср ,BQ  2срBQ  и 3срBQ  будут являть-
ся расчетными нагрузками при определении 
динамической грузоподъемности и работоспо-
собности подшипников качения генератора 
волн. Они позволяют оценить долговечность 
работы ВЗП в целом, а по усилию 1F  в зацеп-
лении определить его крутильную жесткость и 
надежность. 
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