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Исследованы динамические характеристики виброзащитного устройства с билиней-
ной диаграммой деформирования и гистерезисным поведением в составе системы с 
одной степенью свободы. По результатам численного моделирования реакции систе-
мы на гармоническое воздействие построены амплитудно-частотные характеристики 
(АЧХ) ее относительных перемещений и абсолютных ускорений. Исследованы зави-
симости АЧХ от предельного упругого перемещения и отношения жесткостей участ-
ков диаграммы. На основе АЧХ определены наилучшие параметры билинейного виб-
роизолятора для снижения динамической реакции системы, а также найдены резо-
нансные частоты нелинейной системы и частотные области успокоения. 
Ключевые слова: виброизолятор с билинейным гистерезисом, билинейная диаграм-
ма, гистерезис, амплитудно-частотная характеристика, резонансная частота, вибро-
защитное устройство 

The paper considers dynamic characteristics of a vibration protection device with bilinear 
deformation diagram and hysteresis behavior as part of a system with one degree of free-
dom. Based on results of the numerical simulation of the system's response to harmonic ef-
fects, the amplitude-frequency characteristics (AFC) of relative displacements and absolute 
accelerations were constructed. AFC dependences on the limiting elastic displacement and 
the ratio of the diagram sections stiffness were studied. Based on the AFC, best parameters 
of a bilinear vibration isolator were determined to reduce the system dynamic response; be-
sides, the nonlinear system resonant frequencies and the damping frequency regions were 
found. 
Keywords: vibration isolator with bilinear hysteresis, bilinear diagram, hysteresis, ampli-
tude-frequency characteristic, resonant frequency, vibration protection device 

Обеспечение надежного функционирования 
технических объектов, находящихся в условиях 
вибрационного воздействия, требует использо-
вания виброзащитных устройств разного типа. 
Ранние работы по виброзащитным системам 
посвящены развитию линейной теории малых 
колебаний механических систем и применению 
этой теории к задачам защиты технических объ-
ектов от вибрационных и ударных воздействий. 

Основная задача линейной теории виброза-
щиты заключается в подборе параметров виб-
роизоляторов, обеспечивающих максимальную 
отстройку собственных частот системы от пре-
обладающих частот в спектре внешних воздей-
ствий, а также в снижении амплитуды колеба-
ний с помощью демпфирования. 

Методы линейной теории широко приме-
няют при исследовании и проектировании 
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виброзащитных устройств. Однако значитель-
но бóльшими возможностями обладают систе-
мы с различными нелинейными свойствами. 

В одной из первых работ по нелинейной 
виброзащите [1] в середине прошлого столетия 
отмечалось, что использование амортизаторов с 
нелинейными характеристиками в ряде случаев 
может оказаться полезным. Нелинейные свой-
ства виброизоляторов могут способствовать 
удовлетворению таких альтернативных требова-
ний к виброизолируемому объекту, как ограни-
чения по перемещениям и ускорениям или по 
перемещениям и усилиям. Кроме того, нелиней-
ные режимы работы виброзащитных систем мо-
гут быть вызваны большими перемещениями и 
упругопластической работой несущих элемен-
тов, интенсивными воздействиями и т. д. 

В последнее время широкое применение по-
лучили виброзащитные устройства с гистере-
зисным поведением при циклическом деформи-
ровании: резинометаллические амортизаторы 
для виброзащиты объектов транспорта, нефте-
газовой отрасли и летательных аппаратов [2–6]. 
Резинометаллические виброизоляторы предна-
значены для виброзащиты строительных кон-
струкций [7, 8], а также зданий и сооружений, 
возводимых в сейсмоактивных районах [9]. 

Основными достоинствами резинометалли-
ческих виброизоляторов являются рассеиваю-
щие свойства (коэффициент относительного 
демпфирования может достигать 20 % и более), 
сравнительно простая технология производ-
ства, надежность и экономичность. 

Моделирование и расчет динамического по-
ведения конструкций с нелинейными гистере-
зисными устройствами реализовано во многих 
программных комплексах. Однако остаются 
нерешенными некоторые вопросы о возможно-
стях нелинейных виброизоляторов с гистерези-
сом, а также о методике подбора оптимальных 
параметров таких устройств. 

Цель работы — исследование динамических 
характеристик простых механических систем с 
виброизоляторами, имеющими билинейную 
диаграмму деформирования с гистерезисом. 
Начало этой работе было положено в статье [10]. 

Исследуем динамическую реакцию системы 
с одной степенью свободы (рис. 1) на стацио-
нарное гармоническое воздействие в виде уско-
рения основания ( ).a t  Обозначим через ( )u t  
перемещение виброизолируемой массы M  от-
носительно основания. Внешнее воздействие 
передается на объект массой M  через вибро-

изолятор W  с характеристикой ( , ),P u u  соот-
ветствующей билинейному гистерезису (рис. 2). 

Для сравнения также будем рассматривать 
линейный вариант системы виброзащиты, по-
этому введем в систему вязкое трение с коэф-
фициентом ,b  пропорциональное относитель-
ной скорости ( ).u t  Уравнение движения мас-
сы M  имеет вид 

  ( , )     Mu bu P u u Ma t  

или 

  2 ( , ) ,      u u p u u a t   (1) 

где 

 ;  b
M

      ,
, 




P u u
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Билинейная диаграмма циклического де-
формирования с гистерезисом, реализуемым 
замкнутым центрированным циклом переме-
щений с амплитудой 0 ,u  приведена на рис. 2. 

В качестве характеристик виброизолято-
ра W  приняты следующие параметры: 1c  и 

2c  — жесткость первого (упругого) и второго 
участка билинейной диаграммы;   — отноше-
ние жесткости второго участка к жесткости 
первого участка (далее отношение жесткостей), 

 
Рис. 1. Схема системы с одной степенью свободы  
и нелинейным гистерезисным виброизолятором 
 

 
Рис. 2. Билинейная диаграмма циклического 

деформирования с гистерезисом 
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2 1 ;  c c  u  — перемещение, при котором 
происходит переход на второй участок. 

Виброизолятор способен работать в двух 
режимах: упругом (линия A ОА ) при 0u u  с 
характеристикой 1( , )P u u с u  и в нелинейном 

0( )u u  с рассеянием энергии вследствие ги-
стерезиса (петля ).АBCDE  Движение по ветвям 
петли гистерезиса описывается следующим об-
разом: 
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где 1 2 .с с с   
Двум режимам соответствуют характерные 

частоты 
 1 1c M   и 2 2 .c M   

С учетом соотношения между жесткостями 
1c  и 2c  имеем 

 2 1 .     

В качестве исследуемых величин динамиче-
ской реакции массы M  выступали два пара-
метра: U  — амплитуда относительного пере-
мещения ( );u t  A  — амплитуда абсолютного 
ускорения массы ( ) ( ) 2 ( , ).      u t a t u p u u  
Амплитуды U  и A  являются важными пара-
метрами с точки зрения ограничений на си-
стему по перемещениям и ускорениям или 
усилиям. 

Для настройки виброизолятора и анализа 
его работы необходимо иметь зависимость этих 
параметров от частоты внешнего воздействия, 
т. е. амплитудно-частотные характеристики 
(АЧХ) системы. Особый интерес с точки зрения 
оптимизации параметров виброизолятора вы-
зывают АЧХ при различных значениях пре-
дельного упругого перемещения *u  и отноше-
ния жесткостей .  

Алгоритм вычисления усилия ( , )p u u  при 
некотором значении относительного переме-
щения ku  предполагает знание перемещений в 
трех предыдущих точках. Это определило вы-
бор численного метода интегрирования урав-
нения (1), которым стал многошаговый метод 
Адамса — Башфорта третьего порядка [11], ре-
ализованный в программном комплексе 
MATLAB. 

Для уравнения (1), преобразованного к 
стандартной форме Коши, 

 y f y( , ); t    y  
  
 
u
u

 

алгоритм метода Адамса — Башфорта при по-
стоянном по времени шаге интегрирования со-
стоит в рекуррентных вычислениях по формуле 

  y y f y3 2 2 2
23 ,
12   
  

k k k kdt t  

    f y f y1 1
4 5, , .
3 12 

  
k k k kt t  (2) 

Интегрирование уравнения (1) по алгорит-
му (2) проводилось на достаточно большом от-
резке времени до достижения безусловно уста-
новившегося режима. Начальные условия при-
няты нулевыми, а воздействие (ускорение 
основания) представлено гармоническим про-
цессом с амплитудой 0a  и частотой возбужде-
ния  . В конце этого отрезка времени определя-
лись амплитуды перемещений и ускорений. 

В качестве примера на рис. 3 приведены ре-
зультаты интегрирования уравнения (1) на от-
резке времени, равном пятидесяти периодам 
функции 0( ) sin , a t a t  при следующих пара-
метрах системы и внешнего воздействия: 

0
25 м с , a  0,1 м,u   0,1,   1 2     

16,28 с  и 12 1,57 с .     
Для наглядности на рис. 3 показаны парамет-

ры, отнесенные к своим наибольшим значениям: 
,u u U  p  и .a  На рис. 3, а проиллюстрирова-

на связь между относительным перемещением 
u  и усилием p  в виброзащитном устройстве W  

при заданном гармоническом воздействии. За-
мкнутый контур гистерезиса свидетельствует о 
стационарности движения системы. 

Законы изменения во времени t относитель-
ного перемещения ( )u t  и усилия ( ),p t  начиная с 
некоторого момента ,t  приведены на рис. 3, б. 
Там же для сравнения пунктирной линией отме-
чена функция внешнего воздействия ( ).a t  Пока-
заны три периода колебаний , c,T  в конце про-
цесса интегрирования. По рисунку можно отме-
тить негармонический характер выходных 
параметров, а также совпадение по фазе воздей-
ствия и относительного перемещения и суще-
ственный сдвиг фазы для усилия ( ).p t  

Численное моделирование реакции системы 
на гармоническое возмущение позволяет опре-
делить амплитудные параметры динамической 
реакции U  и A  для одной частоты вынужден-
ных колебаний. Последовательно перебирая 
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частоты из некоторого диапазона, моделируя 
реакцию во времени и определяя для каждой 
частоты соответствующие амплитуды U  и ,A  
строим АЧХ нелинейной системы. 

Исследуем влияние отношения жесткостей на 
АЧХ системы при внешнем воздействии с ам-
плитудой 0

25 м с a  и частотой   –11,5.. 0 с.1  
для виброзащитного устройства со следующими 
параметрами: 0,1;   0,1 м;u   1

1 6,28 с .   
АЧХ относительного перемещения и абсолют-

ного ускорения системы при различных значе-
ниях отношения жесткостей   приведены на 
рис. 4. 

Отношение жесткостей 1   соответствует 
линейной системе c собственной частотой 

1
1 6,28 с   и АЧХ в виде 

   0
22 2 2

1 1
2 4

41
 

       

aA . 

           
Рис. 3. Результаты численного моделирования реакции системы на гармоническое воздействие  

при 0
25 м с ,a    0,1 м,u   0,1,   1

1 6,28 с   и 11,57 с :   
а — связь между относительным перемещением u  и усилием p  в виброзащитном устройстве W  при заданном 
гармоническом воздействии; б — законы изменения во времени относительного перемещения ( ),u t  усилия ( )p t   

и функции внешнего воздействия ( )a t  

      
Рис. 4. АЧХ относительного перемещения (а) и абсолютного ускорения (б) системы при 0

25 м с , a  
0,1,   0,1 м,u   1

1 6,28 с   и различных значениях отношения жесткостей   
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С уменьшением отношения жесткостей   
второй участок билинейной диаграммы дефор-
мирования становится более пологим, а вибро-
изолятор — более податливым. Как видно из 
рис. 4, с уменьшением отношения жесткостей   
максимальные значения амплитуд перемеще-
ния U и ускорения A существенно снижаются. 
Так, при 0,05   у относительного перемеще-
ния максимальное значение амплитуды снизи-
лось более чем в 3 раза, а у абсолютного ускоре-
ния — более чем в 10 раз по сравнению с тако-
выми при 1.   Максимумы АЧХ соот-
ветствуют резонансным частотам системы .res  

С уменьшением   резонансные частоты пе-
ремещаются влево от первой характерной ча-
стоты 1  в область более низких частот, а при 
малом отношении жесткостей ( 0,1   и 0,05) 
резонансные частоты становятся ниже второй 
характерной частоты 2 .  Правее первой харак-
терной частоты, начиная с –17,8 8, ,0 с   
находится зона успокоения, где относительные 
перемещения и абсолютные ускорения будут 
минимальными, а работа виброизолятора — 
наиболее эффективной. 

Значения резонансной res  и второй харак-
терной 2  частот виброизолятора, максималь-
ные значения амплитуды относительного пере-
мещения системы maxU  при 0

25 м с , a  
0,1,   * 0,1 м,u  1

1 6,28 с   и разном отно-
шении жесткостей   приведены в табл. 1. 

Таблица 1 
Значения частот виброизолятора  

и максимальные значения амплитуды 
относительного перемещения системы  

при а0 = 5 м·с–2,  = 0,1,  = 0,25, u = 0,1 м,  
1 = 6,28 с–1 и разном отношении жесткостей 

 2, с–1 res, с–1 max U 

0,05 1,41 1,75 1,16 
0,10 1,98 2,17 1,53 
0,25 3,14 3,22 2,12 
0,50 4,43 4,45 2,78 
1,00 6,28 6,28 3,77 

 
Исследуем влияние предельного упругого 

перемещения u  на АЧХ системы при 
0

25 м с , a  0,1,   0,25,   1
1 6,28 с ,   

1
2 3,14 с .   АЧХ относительного перемеще-

ния и абсолютного ускорения системы при раз-
личных значениях предельного упругого пере-
мещения приведены на рис. 5. При малых зна-
чениях *u  резонансные частоты расположены  
в окрестности частоты 2 ,  с ростом предельно-
го упругого перемещения максимальные значе-
ния амплитуд смещаются в окрестность часто-
ты 1.  

Это объясняется продолжительностью рабо-
ты системы на различных участках билинейной 
характеристики. Если u  мало, и преобладает 

        
Рис. 5. АЧХ относительного перемещения (а) и абсолютного ускорения (б) системы при 0

25 м с , a  0,1,   
0,25,   1

1 6,28 с ,   1
2 3,14 с   и различных значениях предельного упругого перемещения u  
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работа виброизолятора на втором участке би-
линейной диаграммы, то резонансная частота 
близка к характерной частоте 2 .  Если же u  
велико, и виброизолятор в основном работает 
на первом участке, то резонансная частота 
близка к 1.  

Значения резонансной частоты виброизоля-
тора и максимальной амплитуды относительно-
го перемещения системы при 0

25 м с , a  
0,1,   0,25,   1

1 6,28 с ,   1
2 3,14 с   и 

разном предельном упругом перемещении при-
ведены в табл. 2. 

Исследуем возможность настройки вибро-
изолятора с целью максимального снижения 

динамической реакции системы на заданной 
рабочей частоте воздействия   при 

0
25 м с , a  0,1,   0,25   и 16,28 с .   

Зависимости амплитуд относительного пе-
ремещения U и абсолютного ускорения А си-
стемы от первой характерной частоты вибро-
изолятора 1  при 0

25 м с , a  0,1,   
0,25,   2

13,14 с ,   16,28 с   и различ-
ных значениях предельного упругого переме-
щения *u  приведены на рис. 6. Видно, что вся 
группа рассматриваемых виброизоляторов 
(независимо от *u ) будет обеспечивать эффек-
тивную виброзащиту, если их первая характер-
ная частота 1

1 15 с .   Однако заметим, что 
0,1u   — вариант с наименьшей максималь-

ной амплитудой во всем рассматриваемом ин-
тервале частот. 

Согласно рис. 6, в табл. 3 приведены макси-
мальные значения амплитуды относительного 
перемещения при частоте возбуждения 

16,28 с   и различном предельном упругом 
перемещении. 

Зависимости амплитуд относительного пе-
ремещения и абсолютного ускорения системы 
от отношения жесткостей   при 0

25 м с , a  
0,1,   0,1 м,u   0,25,   16,28 с   и раз-

личных значениях соотношения первой харак-
терной частоты 1  виброизолятора и частоты 
возбуждения   приведены на рис. 7. При сов-

Таблица 2 
Значения резонансной частоты виброизолятора  

и максимальные значения амплитуды 
относительного перемещения системы  

при а0 = 5 м·с–2,  = 0,1,  = 0,25, 1 = 6,28 с–1,  
2 = 3,14 с–1 и разном предельном упругом 

перемещении 

u, м res, с–1 max U, м 

0,10 3,22 2,11 
0,25 5,01 0,47 
0,50 5,99 0,64 
1,00 6,21 1,10 

    

        
Рис. 6. Зависимости амплитуд относительного перемещения U (а) и абсолютного ускорения А (б) системы  

от первой характерной частоты виброизолятора 1  при 0
25 м с , a  0,1,   0,25,   2

13,14 с ,   
16,28 с   и различных значениях предельного упругого перемещения u  
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падении этих частот 1( )    с увеличением   
амплитуды U  и A  монотонно возрастают. 

Как уже указывалось, отношение жесткостей 
1   соответствует резонансному режиму ли-

нейной системы. Если первая характерная ча-
стота виброизолятора 1  больше частоты воз-
буждения ,  то при некотором значении пара-
метра 1res     наступает резонансный 
режим. 

Как видно, из рис. 4 и 5, для работы вибро-
изолятора в зоне успокоения должно выпол-
няться условие 1 .    Это согласуется с поло-
жением линейной теории виброзащиты о том, 
что частота виброизолированного объекта 

должна быть меньше, чем частота вибрационно-
го воздействия. На рис. 7 дано представление о 
численном соотношении частот 1  и ,  обеспе-
чивающем наиболее эффективную работу всей 
группы виброизоляторов с рассматриваемыми 
отношениями жесткостей :  1 0,75 .    

Таким образом, определяющим соотноше-
нием, обеспечивающим эффективную работу 
виброизолятора с билинейной диаграммой де-
формирования и гистерезисом, является усло-
вие отстройки первой характерной частоты от 
рабочей 1 0,75 .    

Параметры гистерезиса u  и   следует вы-
бирать на основе данных численного модели-
рования в виде графиков, приведенных на 
рис. 4 и 5. Эти параметры должны быть такими, 
чтобы амплитуды перемещений и ускорений в 
интервале частот от нуля до рабочей частоты 
были минимальными. 

Анализ полученных результатов позволяет 
заключить следующее. В установившемся ре-
жиме реакция системы с билинейным гистере-
зисным виброизолятором на гармоническое 
воздействие негармоническая, периодическая и 
стационарная. Амплитуды относительных пе-
ремещений и абсолютных ускорений при гар-
моническом воздействии определяются путем 
численного моделирования во временной обла-
сти. Эти данные можно использовать для по-

Таблица 3 
Значения резонансной частоты и максимальной 

амплитуды относительного перемещения  
при а0 = 5 м·с–2,  = 0,1,  = 0,25, 1 =  = 6,28 с–1, 

 2 = 3,14 с–1 и разном предельном упругом 
перемещении 

u, м res, с–1 max U 

0,025 12,37 1,06 
0,050 10,28 0,32 
0,100 8,22 0,29 
0,200 7,23 0,36 
0,500 6,52 0,63 

    

       
Рис. 7. Зависимости амплитуд относительного перемещения U (а) и абсолютного ускорения А (б) системы  

от отношения жесткостей   при 0
25 м с , a  0,1,   0,1 м,u   0,25,   2

13,14 с ,   16,28 с    
и различных значениях соотношения первой характерной частоты виброизолятора 1  и частоты 

возбуждения   
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строения АЧХ. Анализ АЧХ относительных пе-
ремещений и абсолютных ускорений системы 
позволяет определить наилучшие параметры 
нелинейного виброизолятора для гармониче-
ского воздействия заданной амплитуды, а так-
же найти резонансные частоты и частотные об-
ласти успокоения системы. 

АЧХ билинейного виброизолятора в системе 
с одной степенью свободы имеют две характер-
ные частоты (по числу участков билинейной 
диаграммы). Для системы с билинейным виб-
роизолятором и отношением жесткостей 1   
резонансная частота не будет превышать 
первую характерную частоту 1( ).res    

Резонансная частота определяется продол-
жительностью работы виброизолятора на пер-
вом или втором участке билинейной диаграммы. 
Чем больше преобладает работа виброизолятора 
на первом или втором участке, тем ближе будет 
резонансная частота системы к первой или вто-
рой характерной частоте. Продолжительность 
работы виброизолятора на каждом участке 
определяется совокупностью параметров 1,  u  
и ,  а также амплитудой внешнего воздействия. 

Наилучшая виброзащита будет обеспечена 
на частотах воздействия, превышающих 
первую характерную частоту. Наиболее эффек-
тивная работа виброизоляторов со всеми рас-
смотренными значениями отношения жестко-
стей   и предельного упругого перемещения 
u  будет происходить на рабочих частотах ,  
удовлетворяющих условию 1 0,75 .    

Параметры гистерезиса u  и   следует вы-
бирать на основе данных численного модели-
рования в виде рис. 4 и 5. Эти параметры долж-
ны быть такими, чтобы амплитуды перемеще-
ний и ускорений в интервале частот от нуля до 
рабочей частоты были минимальными. В этом 
случае достижение системой рабочего режима 
будет проходить с минимальными резонанс-
ными эффектами. 

Выводы 
1. Предложен способ исследования динами-

ческого поведения и настройки систем с били-
нейным гистерезисным виброизолятором на 
основе АЧХ, построенных путем численного 
интегрирования уравнений движения. 

2. АЧХ являются обычным инструментом 
для исследования частотных свойств линейных 
систем, но для нелинейных систем они часто 
ограничены построением скелетных кривых 
для изучения возможных движений в системе 
[12]. Несмотря на то, что для изучения свойств 
и оптимизации параметров нелинейных вибро-
изоляторов АЧХ обычно не применяют [13–15], 
удалось найти работы с похожими подходами. 

3. Предложенный метод простой и нагляд-
ный, относительно легко реализуем в матема-
тических пакетах, а также позволяет сделать 
достаточно общие выводы о работе и настройке 
устройств. 
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