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Методы анализа, основанные на винтовом исчислении, являются главным инстру-
ментом исследования механизмов параллельной структуры. Рассмотрены особенно-
сти расчета обобщенных реакций в таких механизмах с числом степеней свободы, 
меньшим шести. Показано, что для вычисления искомой реакции, соответствующей 
некоторому силовому винту связи, накладываемой на выходное звено, необходимо 
спроецировать силовые винты активных кинематических пар цепей на векторное 
пространство, являющееся ортогональным дополнением пространства связей меха-
низма. Применение предложенного подхода рассмотрено на примере поступательно-
направляющего механизма с тремя степенями свободы. 
Ключевые слова: механизмы параллельной структуры, винтовое исчисление, особые 
положения, поступательно-направляющий механизм, векторное пространство 

Analysis methods utilising screw theory are the main tool for investigating parallel mecha-
nisms. The paper considers the specifics of computing generalised contact forces in these 
mechanisms featuring less than six degrees of freedom. We show that, in order to calculate 
the desired contact force magnitude corresponding to a certain wrench of the constraint 
imposed onto the output link, it is necessary to project the wrenches of the active kinematic 
pairs in the chain onto a vector space representing an orthogonal complement to the link 
space of the mechanism. We use a translational guiding mechanism with three degrees of 
freedom as an example to apply our approach to. 
Keywords: parallel mechanisms, screw theory, singularities, translational guiding mecha-
nism, vector space 

Механизмы параллельной структуры (МПС) 
находят все более широкое применение во мно-
гих областях техники [1], что повышает акту-
альность совершенствования существующих и 
разработки новых методов анализа таких меха-
низмов. 

При этом своего рода золотым стандартом в 
решении многих возникающих при анализе 
МПС задач являются методы, основанные на 
винтовом исчислении [2–5], а одним из их 
главных приложений — анализ особых поло-

жений (ОП) механизма. Наличие ОП является 
одним из главных недостатков МПС, который 
может существенно ограничить его реальную 
рабочую зону. 

Для большинства таких механизмов возмож-
ны только два типа ОП: потеря степени выход-
ным звеном (далее ОП типа ПС) и потеря управ-
ляемости этим же звеном (далее ОП типа ПУ). 
Анализ ОП данных типов зачастую можно про-
вести без применения винтового исчисления 
путем дифференцирования уравнений связи [6]. 
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Однако если МПС имеет меньше шести сте-
пеней свободы, то возможна ситуация, когда 
связи, накладываемые разными кинематиче-
скими цепями, вырождаются, и в механизме 
может возникнуть неконтролируемое переме-
щение вне рамок его изначальных степеней 
свободы. В такой ситуации говорят об ОП с 
вырождением связей (далее ОП типа ВС), впер-
вые упомянутом К. Хантом [7] и подробно опи-
санном Д. Златановым [8]. 

Анализ ОП механизма подразумевает не 
только определение точек рабочей зоны, в ко-
торых эти положения возникают, но и исследо-
вание близости к ним. Так, известно [9], что 
вблизи ОП типа ПС наблюдается возрастание 
скоростей в приводах, а вблизи ОП типа ПУ — 
нагрузок в них, а также снижение жесткости и 
точности позиционирования. 

При этом подходы как к определению непо-
средственно ОП, так и близости к ним [10, 11], 
основанные на дифференцировании уравнений 
связи, не позволяют рассматривать ОП типа 
ВС. Их исследование становится возможным 
только с использованием винтового исчисле-
ния. 

Близость к ОП типа ПУ и ВС можно оценить 
по значению так называемой обобщенной ре-
акции — коэффициента пропорциональности, 
соответствующего определенному силовому 
винту МПС. Однако в механизмах, где могут 
возникнуть ОП обоих типов, также возможно 
взаимное влияние силовых винтов друг на дру-
га, что может приводить к искажению реаль-
ных значений обобщенных реакций. 

Цель работы — повышение точности расче-
та критериев близости к ОП для МПС путем 
учета возможного взаимного влияния силовых 
винтов. 

 
Определение силовых винтов механизма. Рас-
смотрим некоторый МПС с числом степеней 
свободы n < 6. Без потери общности будем счи-
тать, что количество его кинематических цепей 
также равно n, и они содержат только однопо-
движные кинематические пары, а также, что в 
каждой из цепей только одна кинематическая 
пара является приводной, а все остальные — 
пассивными. 

Чтобы такой механизм мог функциониро-
вать, подвижность i-й кинематической цепи 
механизма mi должна быть больше либо равна 
числу степеней свободы механизма, т. е. mi ≥ n. 
Каждой j-й кинематической паре i-й цепи мо-

жет быть поставлен в соответствие единичный 
кинематический винт t ,ij  характеризующий 
движение выходного звена, реализуемое с по-
мощью данной пары. 

Для математического описания винта ис-
пользуют его плюккеровы координаты в неко-
торой заданной неподвижной системе коорди-
нат: 

 t .   
y Oyx z Ox Oz

ij ij ij ij ij ij ijt t t t t t  

При этом первые три компонента, называе-
мые векторной частью винта, характеризуют 
вращательное движение (угловую скорость), а 
последние три компонента, называемые мо-
ментной частью винта, — поступательное дви-
жение (линейную скорость). Кинематические 
винты цепи порождают пространство разре-
шенных перемещений выходного звена, соот-
ветствующее этой цепи: 
  T t t t1 2span , , , ,  ii i i iN  

где Ni — количество кинематических пар в i-й 
цепи. 

Для любого положения МПС, не являюще-
гося особым (сингулярным) T( )dim     .i im  

В то же время связи, накладываемые цепью, 
можно охарактеризовать пространством связей 
цепи W ,Ci  базисом которого являются силовые 
винты связей wCik  (k = 1, …, 6 – mi). По опреде-
лению, любой силовой винт пространства WCi  
будет взаимен любому кинематическому винту, 
входящему в T :i  
 t w w W0  ij Cik Cik Ci , (1) 

где знак «  » обозначает относительный момент 
кинематического t и силового винтов w, кото-
рый определяется для этой пары винтов следу-
ющим образом: 

 
,

x Ox y Oy z Oz

Ox x Oy y Oz z

t w t w t w
t w t w t w
   

  
t w

 

где ,xt  ,yt  ,zt  ,Oxt  ,Oyt  Ozt  и ,Oxw  ,Oyw  ,Ozw  
,xw  ,yw  zw  — плюккеровы координаты кине-

матического и силового винта соответственно. 
Следует отметить, что для силового винта 

его векторная часть характеризует силу, дей-
ствующую вдоль его оси, а моментная — мо-
мент. 

Выражение (1) является достаточным усло-
вием для определения силовых винтов базиса 
пространства WCi  с точностью до множителя. 
С точки зрения линейной алгебры относитель-
ный момент двух винтов разного типа может 
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трактоваться как скалярное произведение двух 
векторов пространства ℝ6. 

В связи с этим для расчета плюккеровых ко-
ординат винтов удобно вычислять ортогональ-
ное дополнение пространства T .i  Для этого из 
плюккеровых координат кинематических вин-
тов, составляющих базис указанного простран-
ства, можно составить матрицу размером 

   6,im  после чего найти ее ядро одним из из-
вестных численных методов. 

Помимо силовых винтов связей важную роль 
в анализе МПС имеют силовые винты ,Aiw  
каждый из которых возникает в соответствую-
щей кинематической цепи при фиксации ее 
приводной пары. Торможение пары означает, 
что из пространства Ti  исчезает соответствую-
щий кинематический винт, а его размерность 
уменьшается на единицу. По сути, силовой винт 
w Ai  характеризует внешнюю нагрузку, воспри-
нимаемую i-й цепью за счет активного усилия в 
приводе, а не пассивных реакций. 

С учетом ранее принятых допущений каж-
дой цепи соответствует один единственный с 
точностью до множителя винт w .Ai  Этот винт 
должен быть взаимен любому кинематическому 
винту пассивных пар МПС и при этом не быть 
линейно зависимым от винтов связей цепи. 
Первое условие формально можно записать 
следующим образом: 
 t w t T0 ,  ij Ai ij i  (2) 

где Ti  — пространство, порождаемое кинема-
тическими винтами только пассивных пар  
цепи. 

Второе условие можно выразить как 
 w W .Ai Ci  (3) 

Однако условия (2) и (3) не позволяют одно-
значно определить плюккеровы координаты си-
лового винта w ,Ai  так как им может удовлетво-
рять бесконечное число таких винтов. Поэтому 
при практических расчетах условие (3) обычно 
усиливают. Вместо линейной независимости ис-
комого винта вводят условие его «перпендику-
лярности» винтам пространства :CiW  

 w w w W0 .   Ai Cik Cik Ci  (4) 

Условия (2) и (4) уже являются достаточны-
ми для однозначного (с точностью до множи-
теля) определения винта w .Ai  Чтобы это сде-
лать, можно составить матрицу из плюккеро-
вых координат винтов tij  и wCik  и вычислить 
ее ядро. 

Для любого МПС система силовых винтов 
w Ai  и wCik  всех его цепей уравновешивает 
внешнюю нагрузку: 

 w w P
6

1 1 1
,



  
   

mn n
Ai Ai Cik Cik

i i k

i
r r  (5) 

где Air  и Cikr  — обобщенные реакции, соответ-
ствующие винтам w Ai  и ;Cikw  P  — силовой 
винт внешней нагрузки. 

Таким образом, вычисление силовых винтов 
МПС является важной задачей в рамках его 
силового анализа. Кроме того, вырождение си-
стемы силовых винтов является критерием 
возникновения ОП механизма [12]. 

 
Особенности расчета обобщенных реакций. 
Значения обобщенных реакций для заданной 
внешней нагрузки P можно вычислить путем 
решения системы (5). Эта система включает в 
себя шесть уравнений и должна быть совмест-
на, если МПС не находится в ОП. 

Если суммарное количество силовых винтов 
w Ai  и wCik  больше шести, то какие-то из них 
являются линейно зависимыми, и их количе-
ство можно уменьшить. Следует отметить, что 
если МПС не обладает приводной избыточно-
стью (т. е. число его приводных пар равно чис-
лу степеней свободы), то все винты w Ai  будут 
являться линейно независимыми. 

Для большинства применяемых на практи-
ке МПС это условие выполняется. Кроме того, 
связи, накладываемые какой-либо одной ки-
нематической цепью, физически не зависят от 
связей, накладываемых остальными цепями 
МПС. Поэтому выбор базиса пространства 
связей WCi  одной i-й цепи не оказывает ника-
кого влияния на винты связей других цепей и 
расчет соответствующих им обобщенных ре-
акций (за исключением случая линейной зави-
симости винтов связей разных кинематиче-
ских цепей). 

Как видно из условий (2) и (4), плюккеровы 
координаты силового винта w Ai  определяются в 
рамках одной кинематической цепи. Это означа-
ет, что полученные значения координат никак 
не учитывают то, какие связи накладываются 
другими цепями. Таким образом, возможна си-
туация, что винт w ,Ai  оставаясь линейно неза-
висимым винтам связей других цепей, может 
содержать координаты, описывающие запре-
щенные движения выходного звена. 

Например, если кинематические цепи 
накладывают связь на любой поворот выходно-
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го звена, а при расчете вектор w Ai  имеет нену-
левые компоненты. В этом случае в реальности 
внешний момент будет полностью воспринят 
винтами связей, но в расчете ненулевое значе-
ние обобщенной реакции Аir  будет указывать 
на то, что часть нагрузки воспринимается так-
же винтом w .Ai  

Указанная особенность может сыграть суще-
ственную роль при анализе близости к ОП типа 
ВС. Если силовой винт w Ai  имеет компоненты, 
соответствующие перемещениям, на которые 
наложены связи другими цепями, то при расче-
те обобщенной реакции ,Cikr  по значению ко-
торой можно оценить близость к указанным 
ОП, возможна ситуация при которой значение 
данной реакции будет возрастать также и при 
приближении к ОП другого типа, характеризу-
ющимся потерей управляемости выходным 
звеном (типа ПУ). 

При этом пространство, порождаемое вин-
тами w ,Ai  не будет являться ортогональным 
дополнением пространства связей всего меха-
низма C, определяемого следующим образом: 

 С W
1


n

Ci
i

. 

Иными словами, при возникновении ОП 
типа ВС будет вырождаться пространство С, а 
при возникновении ОП типа ПУ — объеди-
ненное пространство всех силовых винтов 
МПС. Следовательно, отдельно невозможно 
проанализировать близость механизма к ОП 
типа ВС. 

Избежать этой проблемы можно в том слу-
чае, если винты w Ai  порождают пространство, 
ортогональное пространству связей С. Как уже 
отмечалось, условия (2) и (4) игнорируют все 
кинематические цепи кроме i-й, поэтому для 
достижения поставленной цели необходимо 
преобразовывать винт w Ai  после вычисления 
его плюккеровых координат по указанным 
условиям. 

Наиболее логичным вариантом обеспече-
ния ортогональности винтов w Ai  простран-
ству С представляется их проецирование на 
пространство, изначально ортогональное С, 
т. е. на его ортогональное дополнение С .  
Пусть c c1 , ..., 

n  — ортонормированный базис 
пространства С ,  который можно вычислить 
как ядро матрицы плюккеровых координат 
винтов, составляющих базис пространства С. 

Тогда проекция винта w Ai  на пространство 
С  определяется следующим образом: 

    w w c c
1

proj ,  


  

n
Ai Ai p pAi

p
w  (6) 

где p = 1, …, n. 
Пространство силовых винтов С  в некото-

ром роде эквивалентно пространству кинема-
тических винтов возможных перемещений вы-
ходного звена: векторные части винтов, порож-
дающих одно пространство пропорциональны 
(равны) моментным частям винтов, порожда-
ющих другое пространство, и наоборот. Поэто-
му С( )dim     .n  

С учетом соотношения (6) выражение (5) 
примет вид 

 w w P
6

1 1 1
,


 

  
   

mn n
Cik CikAi Ai

i i k

i
r r  (7) 

где 
Air  — обобщенная реакция, соответствую-

щая проекции винта w Ai  на пространство С .  
Таким образом, при расчете обобщенных 

реакций ,Cikr  например, при анализе близости к 
ОП типа ВС, следует использовать уравне-
ние (7), а не (5). Соответственно, плюккеровы 
координаты силовых винтов, возникающих при 
остановке приводных пар цепей, необходимо 
вычислять с помощью выражения (6). 

 
Пример расчета. В качестве примера рассмот-
рим поступательно-направляющий механизм с 
тремя степенями свободы (рис. 1, а). 

Этот механизм включает в себя три кинема-
тические цепи, в каждой из которых имеется по 
пять вращательных кинематических пар (Ai, Bi, 
Ci, Di, Ei). Приводные пары Аi закреплены на 
основании так, что их оси совпадают с осями 
неподвижной системы координат Oxyz: оси пар 
А1, А2 и А3 лежат на осях Ox, Oy и Oz. Коорди-
наты выходного звена определяются по точке F. 

Рассмотрим кинематические винты исследу-
емого механизма (рис. 1, б). Пусть F является 
точкой приведения. Тогда плюккеровы коор-
динаты векторных частей кинематических вин-
тов определяются соотношениями 

 t t t1 1 1 1, 0, 0 ;  A vec D vec E vec  
 t t1 1 1 10, cos , sin ;   B vec C vec  

 t t t2 2 2 0, 1, 0 ;  A vec D vec E vec  
 t t2 2 2 2sin , 0, cos ;   B vec C vec  

 t t t3 3 3 0, 0, 1 ;  A vec D vec E vec  
 t t3 3 3 3cos , sin , 0 ,   B vec C vec  

где i  — угол поворота в приводной паре 
(рис. 2), i = 1, 2, 3. 



58 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #9(750) 2022 

Плюккеровы координаты моментных частей 
определяются следующим образом: 

t ρ t ; iAimom FA Aivec     t ρ t ; iBimom FB Bivec  
t ρ t ; iCimom FC Civec  

t ρ t ; iDimom FD Divec      t 0, 0, 0 ,Eimom  
где ρ ,iFA  ρ ,iFB  ρ ,iFC  ρ iFD  — координаты радиус-
векторов, проведенных из точки F в соответ-
ствующие точки цепей, 

 ρ , , ;   i i i iFA A A Ax x y y z z  

 ρ , , ;   i i i iFB B B Bx x y y z z  

 ρ , , ;   i i i iFC C C Cx x y y z z  

    , , .i i i iFD D D Dx x y y z zρ  

Зная плюккеровы координаты кинематиче-
ских винтов, для каждой цепи можно составить 
матрицу размером 5×6 (если каждый винт за-
писан в виде строки), после чего путем вычис-
ления ядра каждой матрицы найти плюккеровы 
координаты силовых винтов связей каждой 
цепи. Затем с помощью условий (2) и (4) вы-
числить винты w .Ai  

В работе [13], установлено, что плюккеро- 
вы координаты силовых винтов связей данно-

го механизма можно определить по выраже- 
ниям 

 
w
w
w

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0, 0, 0, 0, sin , cos ;
0, 0, 0, cos , 0, sin ;
0, 0, 0, sin , cos , 0 .

     
     
     

С

С

С

 

Здесь и далее индекс k в обозначении сило-
вых винтов связей и соответствующих им реак-
ций опущен, так как для каждой цепи рассмат-
риваемого механизма существует только один 
винт связи. 

При приближении механизма к ОП типа ВС 
должно наблюдаться возрастание значения 
хотя бы одной из обобщенных реакций .Cir  
Непосредственно в ОП теоретическое значе-
ние реакции должно возрастать до бесконеч-
ности, а матрица, составленная из плюккеро-
вых координат винтов механизма, — вы-
рождаться. 

Рассмотрим пример расчета, при котором 
силовые винты w Ai  не проецируются на про-
странство С .  Для этого выполнен анализ ме-
ханизма со следующими размерами: длины зве-
ньев lAB = lBC = lCD = lDE = 0,2 м; lEF = 0,3 м; рассто-
яние от начала координат до входной пары 
цепи lOA = 0,5 м. 

В качестве примера возьмем срез (плос-
кость) рабочей зоны для постоянного значения 
координаты z = –0,18 м с шагом разбиения 
0,002 м. При этом в каждой точке будем вычис-
лять два параметра: знак определителя матри-
цы плюккеровых координат силовых винтов 
связей механизма и значение обобщенной ре-
акции. 

 
Рис. 2. Схема отсчета угла i  

                
Рис. 1. Схемы поступательно-направляющего механизма с тремя степенями свободы (а)  

и его кинематических винтов (б) 
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Так как векторные части указанных винтов 
нулевые, достаточно рассмотреть только мат-
рицу, составленную из моментных частей, име-
ющую вид 

 
1 1

2 2

3 3

0 sin cos
cos 0 sin .

sin cos 0

   
    
    

 

Что касается максимального обобщенной 
реакции, то будем рассматривать максимальное 
значение для всех цепей 

  max 1 2 3max , , . C C Cr r r r  

Результат анализа, проведенного без про-
ецирования винтов для внешней нагрузки, рав-
ной 1 Н, приведен на рис. 3. Здесь фиолетовым 
цветом отмечены точки, в которых определи-
тель матрицы силовых винтов связей отрица-
телен, а розовым — положителен. Значение ре-
акции показано оттенками серого: чем темнее 
область рисунка, тем больше значение реакции. 

Как видно из рис. 3, возрастание обобщен-
ной реакции происходит не только на границе, 
разделяющей области положительных и отри-
цательных значений определителя матрицы 
силовых винтов связей, но и внутри этих обла-
стей. Возрастание реакции на границе указан-
ных областей ожидаемо, поскольку они соот-
ветствуют искомым ОП типа ВС, однако внутри 
областей не должно наблюдаться увеличения 
значения реакции. 

При этом, согласно результатам ранее про-
веденного анализа [13, 14], точки, не соответ-
ствующие ОП типа ВС, вблизи которых наблю-

дается возрастание обобщенных реакций, соот-
ветствуют особым положениям типа ПУ. 

Чтобы более детально рассмотреть особен-
ности вырождения пространств силовых вин-
тов составим матрицы Грама для силовых вин-
тов связей G ,C  силовых винтов Aiw  GA  и всех 
силовых винтов механизма G: 

 
w w w w w w

G w w w w w w
w w w w w w

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

;
   

     
    

C C C C C C

C C C C C C C

C C C C C C

 

 
w w w w w w

G w w w w w w
w w w w w w

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

;
   

     
    

A A A A A A

A A A A A A A

A A A A A A

 

 
 

  
 

,С CA

AC A

G G
G

G G
 

где 

 
w w w w w w

G w w w w w w
w w w w w w

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

;
   

     
    

A C A C A C

AC A C A C A C

A C A C A C

  

 
w w w w w w

G w w w w w w
w w w w w w

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

.
   

     
    

C A C A C A

CA C A C A C A

C A C A C A

 

Матрицы Грама всегда квадратные, что поз-
воляет провести итерационный анализ их 
определителя, в то время как матрицы силовых 
винтов обычно являются прямоугольными, и 
их вырождение можно проверить только по 
уменьшению их ранга непосредственно в ОП. 
Каждая из матриц Грама будет вырождаться 
только в том случае, если вырождено соответ-
ствующее пространство винтов. 

Рассмотрим распределение определителей 
матриц Грама по срезу рабочей зоны для раз-
личных пространств силовых винтов (рис. 4). 

Как видно из рис. 4, вырождение матрицы 
Грама, а значит, и пространства всех силовых 
винтов механизма, наблюдается в ОП как типа 
ВС, так и типа ПУ. В то же время матрица сило-
вых винтов связей вырождается только в ОП 
типа ВС, а матрица силовых винтов w Ai  не вы-
рождается практически нигде, кроме одной 
точки. 

При этом обобщенные реакции, соответ-
ствующие винтам связи, в этой точке не возрас-
тают (рис. 4, б), т. е. не происходит «ложного» 
увеличения значения критерия близости к ОП  

 
Рис. 3. Распределение максимальной обобщенной 

реакции по срезу рабочей зоны 
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типа ВС при приближении к ОП типа ПУ. Кро-
ме того, условие возникновения ОП типа ПУ 
[15] подразумевает вырождение пространства, 
порожденного винтами w ,Ai  при одновремен-
ном сохранении размерности пространства 
связей С. 

Таким образом, ОП типа ПУ не возникают. 
Поэтому невозможно определить точки, соот-
ветствующие ОП типа ПУ, отдельно от точек 
ОП типа ВС с применением винтового исчис-
ления без проецирования винтов w Ai  на про-
странство С .  

Рассмотрим результат расчета максималь-
ной обобщенной реакции винтов связей с про-
ецированием винтов на пространство С  
(рис. 5). 

Возрастание значения максимальной обоб-
щенной реакции наблюдается строго на грани-
це, разделяющей области, соответствующие 
противоположным знакам определителя мат-
рицы плюккеровых координат силовых винтов 
связей. То есть присутствие ОП типа ПУ уже не 
оказывает влияния на значение критерия бли-
зости к ОП типа ВС. 

Выводы 
1. Рассмотрен случай взаимного влияния си-

ловых винтов связей МПС и его силовых вин-
тов, возникающих при фиксации приводных 
кинематических пар. Наряду с теоретическим 
обоснованием этого явления показано, что при 
его появлении возможны искажения в расчете 
обобщенных реакций. 

 
Рис. 5. Распределение максимальной обобщенной 

реакции по срезу рабочей зоны с учетом 
проецирования силовых винтов 

 

 

 
Рис. 4. Распределение определителя матриц Грама  
по срезу рабочей зоны для различных пространств 

силовых винтов: 
а — связей; б — возникающих при фиксации  

приводных пар; в — всех винтов 
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2. Для решения указанной проблемы пред-
ложено использовать проекции силовых вин-
тов остановленных активных пар на ортого-
нальное дополнение векторного пространства 
силовых винтов связей МПС. 

3. На примере трехстепенного поступатель-
но-направляющего механизма показано как 
возникновение описываемой проблемы, так и 
ее успешное решение предложенным спосо-
бом. 
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