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Полигонные ресурсные и функциональные испытания автомобилей и тракторов 
являются дорогостоящими и длительными. Их предложено заменить относительно 
недорогими и не требующими больших затрат времени испытаниями на стенде типа 
«беличье колесо». Транспортное средство остается неподвижным относительно 
земли, находясь внутри вращающегося кольца и перемещаясь относительно его 
внутренней поверхности. Эту поверхность можно оборудовать искусственными 
препятствиями, имитирующими реальные неровности дороги. Составлены диффе-
ренциальные уравнения движения системы и выявлен характер относительного 
движения внешнего кольца и объекта испытаний с учетом резонансных явлений и 
возможных автоколебаний. В качестве расчетной схемы выбран диск, имитирую-
щий колесо транспортного средства. Изучена возможность появления в системе ав-
токолебаний и определена их амплитуда. Выполнена качественная оценка возмож-
ных динамических эффектов. Предложена система расстановки искусственных пре-
пятствий на внутренней поверхности колеса, имитирующих в статистическом 
аспекте неровности дорог. 
Ключевые слова: испытательный стенд, уравнения Лагранжа, случайные процессы, 
искусственная неровность 

Ground tests of vehicles such as cars and tractors, including life tests and functional tests, 
are expensive and time-consuming. We propose to replace them with relatively inexpen-
sive time-saving tests using a "hamster wheel" test bench. The vehicle inside a rotating 
ring remains at rest relative to the ground but in motion relative to the inner surface of 
the ring. This surface can be equipped with artificial obstacles to simulate actual road ir-
regularities. We constructed differential equations of motion for the system and estab-
lished the nature of the relative motion involving the outer ring and the test object, taking 
into account resonance phenomena and possible self-oscillations. We selected a disk sim-
ulating a vehicle wheel as our computational scheme. We studied the probability that self-
oscillations appear in the system and determined their amplitude. We performed a quali-
tative assessment of possible dynamic effects. The paper proposes a system for arranging 
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artificial obstacles on the inner surface of the wheel to simulate road bumps in terms of 
statistics. 
Keywords: test bench, Lagrange equations, random processes, artificial road bump 

Рассмотрим качение сплошного круглого диска 
массой m и радиусом r по внутренней поверх-
ности тонкостенного кольца массой M и радиу-
сом R, шарнирно закрепленного по центру в 
точке O. Расчетная схема системы «беличье ко-
лесо» (далее СБК) приведена на рис. 1. 

Цель работы — расчет предлагаемого испы-
тательного стенда СБК на динамические коле-
бания с учетом резонансных явлений путем вы-
вода дифференциальных уравнений, а также 
качественная оценка возможных динамических 
эффектов и изучение возможности появления в 
СБК автоколебаний. 

Пример использования СБК для ускоренных 
испытаний мобильной техники, заменяющей ее 
полигонные испытания, показан на фото ее ма-
кета (рис. 2). Подобное техническое решение 
предложено в патенте [1]. 

Внутреннюю поверхность кольца можно 
оборудовать искусственными неровностями, 
имитирующими таковые для пути, по которым 
в реальности движется транспортное средство. 

За обобщенные координаты СБК примем уг-
лы поворота кольца (t) и диска (t) в функции 
времени (см. рис. 1). Угловая скорость враще-
ния диска относительно его центра вычисляет-
ся как 

 2
( ) .R r R

r
   


  (1) 

Моменты инерции кольца 1J  и диска 2J  
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Свободные колебания диска и кольца без 
учета трения в шарнире описываются следую-
щей системой дифференциальных уравнений 
Лагранжа второго рода [2]: 
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где T и П  — кинетическая и потенциальная 
энергия СБК, 
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В соответствии с выражениями (1) и (2) 
производные кинетической и потенциальной 

 
Рис. 1. Расчетная схема СБК 

 
Рис. 2. Фото макета СБК 
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энергий СБК по параметрам ,  ,    и   опре-
деляются по формулам 
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где g  — ускорение свободного падения. 
Подставив соотношения (4) в уравнения (3), 

получим следующую систему дифференциаль-
ных уравнений, описывающих свободные коле-
бания СБК без учета трения кольца и диска: 
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При малых значениях угла поворота диска  
имеем 
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В матричной форме уравнения (5) прини-
мают вид 

 0, Μq Cq    (6) 

где Μ  — матрица масс; q  — вектор обобщен-
ных координат; C  — матрица жесткостей. 
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где ijm  — элементы матрицы, i = 1, 2, j = 1, 2. 
Вектор обобщенных координат 
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где ijс  — элементы матрицы, i = 1, 2, j = 1, 2. 

Из системы уравнений (5) следует, что пер-
вая 1  и вторая 2  парциальные частоты коле-
баний СБК (частоты колебаний кольца и диска) 
при закрепленном диске определяются соот-
ношениями 

 1 0;   
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Из соотношений (6)–(8) следует, что точные 
значения частот колебаний   можно опреде-
лить из уравнения [3, 4] 

 
 

2 2
11 122

2 2
21 22

2 2 4
11 22 12 21.

m m
m g m

m g m m m

  
     
   

C Μ
 

Тогда 
 1 0;   

 2
2

22 12 21 11
.g

m m m m
 


  (10) 

При m11   (при закрепленном кольце) 
возвращаемся к формуле (9). 

Из выражений (6) и (7) вытекают соотно-
шения 
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Отсюда следует, что частота колебаний дис-
ка будет также определяться по формуле (10). 

Найдем 1 при заданной линейной скорости 
движения диска v. 

При отсутствии внешних сил кинетический 
момент движения K — момент ее количества 
движения относительно точки O (см. рис. 1) — 
равен нулю. Отсюда 
 2 2

1 1( ) 0.K MR mv R mr        (12) 

Из выражения (12) получаем 

 1 2 2
,MR v

MR mr
  


 

где знак минус означает, что движение кольца 
будет происходить в обратном направлении от 
движения диска. 

Линейная скорость движения точек кольца 
определяется выражением 

 
2

1 1 2 2
.MRv R v

MR mr
   


 



6 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #5(746) 2022 

Отсюда 1 .v v  
Тогда 
при m = 0 или  0v   

 1  0;v   

при M =  

 1  0.v   

Скорость движения диска относительно 
кольца 
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Рассмотрим возможность возникновения 
автоколебаний в СБК (см. рис. 1). Они могут 
быть обусловлены нелинейностью характери-
стики трения в шарнире O, которую можно 
описать соотношением [5] 

      0 3
тр тр 1 1 1sign ,M M a b  

где 0
трM  — момент трения в начале движения; a 

и b — параметры, характеризующие интенсив-
ность подвода энергии к СБК («отрицательное 
трение») и интенсивность ее рассеивания во 
внешнюю среду, определяемые по результатам 
специальных испытаний [6, 7]. 

При малых значениях 1  и 3
1 1a b    коле-

бания с любыми начальными условиями будут 
затухающими. С увеличением 1  вклад в коле-
бательный процесс нелинейной составляющей 
момента сил трения 3

1b  возрастает. При 
2
1 /a b   колебания стабилизируются с некото-

рой амплитудой колебаний A, подлежащей 
определению. 

Из выражения (11) следует, что автоколеба-
ния будут происходить относительно положе-
ния динамического равновесия, определяемого 
углом 0  из уравнения 

      0 3
0 тр 1 1 .mgR M a b  

Уравнение движения СБК относительно 
этого положения равновесия имеет вид [8] 

      30
0 тр 1 1J c M a b            

или 

 2 3 2
2 0,          (13) 

где 

 12 21
22

11
;m mJ mR m

m
   
 

     

 ;c mgR     2
1

1 3 ;a b
J

     

 ;b
J

      2
1

3 ;b
J

      2
2 .c

J
 


  

При  = 0 из выражения (13) получаем урав-
нение Рэлея или Ван Дер Поля [9] 

 2 3 2
2 0.         

Из решения этого уравнения находим ам-
плитуду установившихся автоколебаний [10] 
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2 .
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При  = 0 амплитуда колебаний A = 0, при 
 = 0 получаем A = . 

Исследуем, как надо расположить искус-
ственные неровности на внутренней поверхно-
сти кольца, чтобы наилучшим образом имити-
ровать неровности пути, по которым в реаль-
ности движется транспортное средство. 

При этом исходная информация о высотах 
неровностей (профиле пути) h(x) как о случай-
ном процессе задана автокорреляционными 
функциями [11, 12] 

 2 | |( ) cos sin | | ,x
h hK x s e x x       

  (14) 

где 2
hs  — дисперсия высот неровностей. 

Параметры 2 ,hs   и  зависят от типа покры-
тия дороги и его состояния. Обычно принима-
ют [13]: hs   30 см;  = 0,01…0,10 м–1;  = 
= 0,025…0,140 м–1. 

Ожидаемая частота кинематического воз-
действия h(t) на транспортное средство в точке 
его контакта с дорогой при скорости движе-
ния v определяется выражением [5, 6] 

 2 2 .v      (15) 

При этом траектория кинематического воз-
действия, описываемого функцией (14) как тра-
ектория неэргодического случайного процесса, 
имеет вид [14] 

 1( ) cos ,h t t     (16) 

где 1  — случайная амплитуда с рэлеевской 
плотностью распределения вероятностей [15], 
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При ориентировочных расчетах величины 
1  и  в соотношении (16) могут быть замене-

ны их наиболее вероятными значениями   
по формуле (15) и средним значением 

  1 .
2 hS    

Таким образом, использование СБК может 
решить проблему замены дорогостоящих и 
длительных полигонных ресурсных и функци-
ональных испытаний автомобилей и тракторов 
относительно недорогими и не требующими 
больших затрат времени стендовыми испыта-
ниями. 

Однако появляется новая проблема — необ-
ходимость учета в работающих стендах слож-
ных динамических явлений: неустойчивости 
движений некоторых элементов конструкции, 
резонансных колебаний разного типа, ударов, 
автоколебаний и т. п. 

Учесть их на начальном этапе создания по-
добных стендов вряд ли возможно. Поэтому 
данная работа ограничена качественным опи-
санием возможных динамических эффектов. 
При этом целью анализа по И.А. Биргеру было 
«не число, а понимание». 

Выводы 
1. Составлены дифференциальные уравне-

ния свободных колебаний СБК и определены 
их частота и форма. 

2. Выяснен характер относительного движе-
ния внешнего кольца и внутреннего диска. 

3. Проанализировано возможное появление в 
СБК автоколебаний и определена их амплитуда. 

4. Предложена система расстановки искус-
ственных препятствий на внутренней поверх-
ности кольца, имитирующая неровности дорог.
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«Эволюция далеких от равновесия  
термодинамических систем в примерах»  

Проанализированы условия, определяющие процесс эволюции в 
изолированных и открытых неравновесных термодинамических систе-
мах. Особое внимание уделено открытым неравновесным системам, 
далеким от равновесия. Экспериментально-расчетным путем показано, 
что неравновесные процессы, протекающие в гидродинамике, тепло-
обмене, аэродинамике, магнетизме, гетерогенных каталитических и 
гомогенных периодических химических реакциях, в биологических 
системах и ряде других, подчиняются одним и тем же закономерностям 
изменения состояний неравновесных термодинамических систем в 
процессе их эволюции. В основе этих закономерностей лежит общий 
принцип, сформулированный в виде аксиомы о стремлении к совер-
шенству процессов в природе. Представлены схемы процессов эволю-
ции неравновесных термодинамических систем, имеющих как несколь-
ко неперекрываемых, так и перекрываемых стационарных состояний. 
Полученные закономерности эволюции неравновесных систем приме-
нены к атмосфере Земли. Показано влияние некоторых природных и 
антропогенных факторов, увеличивающих производство энтропии в 
атмосфере и приближающих ледниковый период на Земле. 
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