
14 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #4(745) 2022 

УДК 621.833 doi: 10.18698/0536-1044-2022-4-14-22 

Сравнение эвольвентного  
и циклоидального зацеплений  
волновых зубчатых передач 

И.Е. Люминарский, С.Е. Люминарский 
МГТУ им. Н.Э. Баумана 

Comparison of Involute and Cycloidal Engagement  
in Harmonic Drives 

I.E. Lyuminarsky, S.E. Lyuminarsky 
Bauman Moscow State Technical University 

 
Волновые зубчатые передачи с эвольвентным профилем зубьев имеют такие недо-
статки, как шумовые эффекты, проскок и повышенный износ зубьев, заклинивание. 
Одной из причин появления этих недостатков является интерференция зубьев, ко-
торая может быть вызвана неверным выбором параметров зубчатых колес, погреш-
ностей изготовления и монтажа элементов передачи. Интерференция возникает 
вследствие малого зазора на входе в зацепление зубьев. Для увеличения этих зазо-
ров предложено использовать циклоидальные формы зубьев. Проведены теорети-
ческие исследования по определению минимального зазора на входе в зацепление 
зубьев передач с эвольвентным и циклоидальным зацеплениями. Показано, что в 
циклоидальном зацеплении минимальный зазор на его входе значительно больше, 
чем в эвольвентном. Исследовано влияние момента сопротивления на выходном 
валу и радиального смещения оси кулачка на указанный зазор. 
Ключевые слова: волновая зубчатая передача, интерференция зубьев, гибкое колесо, 
жесткое колесо, циклоидальная форма зубьев 

Harmonic drives with an involute tooth profile have such faults as noise effects, tooth skips, 
jamming, increased tooth wear, etc. One of the reasons for the appearance of these short-
comings is the interference of the teeth, which can be caused by an incorrect choice of gear 
parameters, errors in the manufacture and mounting transmission elements. Interference 
occurs due to small gaps at the entrance to the engagement of the teeth. To increase these 
gaps, it is proposed to use cycloidal tooth shapes. To determine the minimum clearance at 
the entrance to the teeth engagement in involute and cycloidal gears theoretical studies have 
been carried out. It is shown that in the cycloidal engagement the minimum gap at the en-
trance to the engagement is much larger than in the involute one. The influence of the mo-
ment of resistance on the output shaft and the radial displacement of the cam axis on the 
specified clearance has been studied. 
Keywords: harmonic drive, interference of teeth, flexible gear, rigid gear, cycloidal shape of 
teeth 

Волновые зубчатые передачи (ВЗП) нашли ши-
рокое применение в различных отраслях тех-
ники, что обусловлено хорошими массогаба-
ритными характеристиками, высокими кине-

матической точностью и нагрузочной способ-
ностью, небольшим мертвым ходом и другими 
достоинствами ВЗП. Благодаря технологично-
сти наибольшее распространение получили 
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ВЗП с эвольвентным профилем зубьев [1–9]. 
Однако они имеют такие недостатки, как высо-
кий (60…80) нижний предел передаточных от-
ношений, небольшой коэффициент полезного 
действия, невысокая (не более 10 000 ч) уста-
лостная прочность гибкого колеса (ГК) и шу-
мовые эффекты (скрип). 

Указанные недостатки можно частично 
устранить применением циклоидальной фор-
мы зубьев, что позволит уменьшить нижний 
предел передаточных отношений ВЗП до 30, 
повысить коэффициент полезного действия и 
усталостную прочность ГК, снизить шумовые 
эффекты и влияние различных факторов 
(нагрузки, точности изготовления зубчатых 
колес и др.) на кинематическую погрешность 
ВЗП. Теоретические исследования ВЗП с цик-
лоидальной формой зубьев выполнены в ста-
тьях [10–12]. 

 
Постановка задачи. Надежность ВЗП невоз-
можно повысить без использования современ-
ных математических моделей, учитывающих 
упругое взаимодействие ее основных элементов 
[12, 13]. Уточненные теоретические модели ВЗП 
позволяют исследовать характер взаимодей-
ствия гибкого и жесткого  колеса (ЖК), опреде-
лять влияние основных параметров ВЗП на ка-
чественные показатели ее работы. 

Теоретические и экспериментальные иссле-
дования разных авторов и практика примене-
ния ВЗП показали, что при их проектировании 
необходимо решить задачу об исключении вза-
имодействия зубчатых колес с поверхностями 
вершин (интерференции). При интерференции 
зубьев повышается их износ, а также вероят-
ность заклинивания и проскока зубьев, что де-
лает ВЗП неработоспособной. Следовательно, 
при создании ВЗП необходимо проводить тео-
ретические исследования зазоров между зубья-
ми ГК и ЖК на входе в зацепление и на выходе 
из него. 

Цель статьи — разработать математическую 
модель ВЗП с циклоидальной формой зубьев, 
учитывающую упругое взаимодействие элемен-
тов передачи, и на ее основе сравнить траекто-
рии движения зубьев ГК во впадинах ЖК в ВЗП 
с эвольвентной и циклоидальной формами 
зубьев. 

 
Математическая модель. Объект исследова-
ния — ВЗП с кулачковым генератором волн и 
неподвижным ГК (рис. 1). 

Профиль зуба ГК с циклоидальной формой 
зубьев показан на рис. 2. Профиль головки зу-
ба 4 представляет собой эпициклоиду, которую 
описывает произвольная точка M производя-
щей окружности 3 при ее качении без скольже-
ния по внешней стороне делительной окружно-
сти 2. Профиль ножки зуба 1 — гипоциклоида, 
образующаяся при качении производящей 
окружности по внутренней стороне делитель-
ной окружности. 

К основным параметрам зубчатых колес 
циклоидальной формы относятся: радиусы 
делительных окружностей ГК /2g gr mz  и ЖК 

/2b br mz  (m — модуль зацепления; gz  и bz  — 
числа зубьев ГК и ЖК); радиус производящей 
окружности ρ /4;m  шаг по делительной 
окружности 4 ;p    радиусы окружностей 
вершин ГК 2agr r c m    и впадин ГК 

2fgr r    ( 0,1c   — коэффициент радиаль-
ного зазора); радиусы окружностей вершин 
ЖК 2abr r c m    и впадин ЖК 2 .fbr r    

Радиус делительной окружности ГК ВЗП gr  
значительно больше радиуса производящей 
окружности :  / 200.gr    Поэтому для нахож-
дения координат профиля циклоидальных 
зубьев дугу делительной окружности можно 
заменить прямой линией. Тогда указанные ко-
ординаты определяются по уравнению циклои-
ды (см. рис. 2) следующим образом: 
  sin ;M M Mx           1 cos ,M My      

где M  — угол поворота производящей окруж-
ности. 

Угол поворота производящей окружности 
φ ,gM  толщина зуба gMs  и угол профиля gM  ГК 

 
Рис. 1. Схема ВЗП с кулачковым генератором волн  

и неподвижным ЖК: 
1 — ЖК; 2 — ГК; 3 — гибкий подшипник;  

4 — кулачок 
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в произвольной точке M вычисляются по вы-
ражениям 
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где Mr  — радиус расположения произвольной 
точки M; kw  — радиальное перемещение k-го 
зуба ГК за счет упругих деформаций и смеще-
ния ГК как жесткого целого. 

Угол поворота производящей окружности 
φ ,bM  толщина зуба bMs  и угол профиля bM  
ЖК в произвольной точке M рассчитываются 
по формулам 
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Для определения перемещений зубьев колес 
выполняют расчет упругого взаимодействия 
элементов ВЗП. При расчете учитывают упру-
гие деформации ГК и ЖК и наружного кольца 
гибкого подшипника (НКГП), контактные де-
формации в гибком подшипнике (ГП) и сме-
щения элементов ВЗП как жестких тел. Для 
определения сил взаимодействия элементов 
ВЗП используют ее пространственную модель 
[13–15]. 

Система разрешающих уравнений упругого 
взаимодействия элементов ВЗП имеет вид 
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где D  — матрица узловых податливостей; G  — 
матрица, связывающая приращения зазоров j  
с вектором смещения элементов ВЗП как жест-
ких тел ;a  C  — матрица, связывающая вектор 
смещения a  с вектором внешних сил и момен-
тов B ; F  — вектор сил взаимодействия контак-
тируемых поверхностей;   и 0  — векторы за-
зоров между поверхностями в деформирован-
ном и недеформированном состоянии 
элементов ВЗП; B  — вектор внешних сил и мо-
ментов; N — количество узлов, в которых может 
происходить взаимодействие поверхностей; 

jF  — элементы вектора F. 

 
Рис. 2. Расчетная схема для определения параметров циклоидального зуба 
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В выражении (1): 
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где (1) ,F  (2) F  и (3)F  — векторы сил взаимодей-
ствия ЖК и ГК, ГК и НКГП, НКГП и тел каче-
ния ГП соответственно; (1) ,a  (2)a  и (3)a  — век-
торы смещений ЖК, ГК и НКГП соответствен-
но; (1) ,  (2)  и (3)  — векторы зазоров между 
ЖК и ГК, ГК и НКГП, НКГП и телами качения 
ГП соответственно; (1) ,0  (2)

0  и (3)
0  — векторы 

начальных зазоров (зазоров в недеформиро-
ванной системе) между теми же элементами. 

Вектор сил взаимодействия ЖК и ГК 

  (1) T T, ,F Q Q  

где Q  и Q  — вектор сил взаимодействия ЖК 
и ГК по рабочей и нерабочей кромке соответ-
ственно. 

Вектор зазоров между ЖК и ГК 

  (1) , ,Q Q    

где Q  и Q  — векторы зазоров между рабо-
чими и нерабочими поверхностями зубьев ЖК 
и ГК. 

Векторы смещений ЖК, ГК и НКГП опреде-
ляются следующими выражениями: 
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где x , y  — проекции смещения ЖК, ГК и 
НКГП; (2)φz  — угол поворота ЖК вокруг оси z; 

(3) (3)φ , φx y   — углы поворота ГК вокруг осей x 
и y. 

Начальные зазоры между зубьями ЖК и ГК 
по рабочей 0k

Q  и нерабочей 0
Q

k
  кромкам 

(рис. 3) вычисляются по формулам 
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где kr  и kr  — радиусы, на которых происходит 
контакт k-й пары зубьев ЖК и ГК по рабочей и 
нерабочей кромкам; k  и k

  — углы между 
соседними зубьями со стороны рабочих и нера-
бочих кромок; bks  и bks  — толщины k -го зуба 
ЖК на радиусах  и ;k kr r  gks  и gks  — толщины 

k -го зуба ГК на радиусах k kr w  и ;k kr w   bk  
и bk

  — углы профиля боковых поверхностей 
ЖК на радиусах  и .k kr r  

Углы между соседними зубьями со стороны 
рабочих k  и нерабочих k

  кромок (см. рис. 3) 
определяются как 
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 где bk  и gk  — угловые координаты k-го зуба 
ЖК и ГК, 
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b  и g  — угловые шаги зубьев ЖК и ГК, 
2 / ,b bz    2 / .g gz    

Зазоры между зубьями ЖК и ГК в деформи-
рованном состоянии по рабочей Q
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разом: 
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где kv  — касательное перемещение k-го зуба ГК 
за счет упругих деформаций и смещения ГК как 
жесткого целого; ke  и ke  — кратчайшее рассто-
яние от точки А до нормалей, проведенных 
в точках контакта зубьев ГК и ЖК на рабочей и 

 
Рис. 3. Расчетная схема для определения зазоров  

в зубчатом зацеплении 
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нерабочей поверхностях (см. рис. 3); θk  — угол 
поворота k-го зуба ГК; ( )kQ  и ( )kQ  — кон-
тактные сближения k-й пары зубьев ЖК и ГК 
по рабочей и нерабочей кромкам, определяе-
мые по формуле Герца;   — угол поворота ЖК 
относительно кулачка. 

Система разрешающих уравнений (1) пред-
ставляет собой совокупность канонических 
уравнений метода сил, уравнений равновесия 
ЖК, ГК, НКГП и неравенств, выражающих од-
носторонний характер взаимодействия элемен-
тов ВЗП. Система уравнений (1) эквивалентна 
таковой, записанной для упругого тела, ограни-
ченного односторонними связями. 

Для решения рассматриваемой системы ис-
пользован метод введения восстанавливающих 
сил. Более подробно методика расчета изложе-
на в работе [13]. Коэффициенты матрицы по-
датливости и начальные зазоры между зубьями 

зависят от результатов решения системы урав-
нений (1). Поэтому расчеты выполнены с по-
мощью итерационного уточнения решения при 
многократном решении системы (1). 

Вычисления выполнялись следующим обра-
зом. Из системы (1) определялись силы взаимо-
действия и смещения элементов ВЗП. По полу-
ченным результатам уточнялись радиусы кон-
такта зубьев, контактная податливость в ГП и 
упругие перемещения точек ГК. Далее пересчи-
тывалась матрица податливости D  и вектор 
начальных зазоров между зубьями .0  Из си-
стемы уравнений (1) определялись уточненные 
значения сил и смещений. 

 
Результаты исследования. Для численного ис-
следования выбрана ВЗП (см. рис. 1), имеющая 
следующие параметры: числа зубьев ГК 200gz   
и ЖК 202bz  ; модуль зацепления m = 0,8 мм; 

 

 
Рис. 4. Схемы расположения зубьев ГК и ЖК в эвольвентном зацеплении при совпадении осей вращения 

кулачка и ЖК для момента сопротивления с 900 Н м:M    
а — внешнее поперечное сечение ГК ( 0);z   б — внутреннее поперечное сечение ГК ( )wz b  
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коэффициенты смещения ГК 3,1gx   и ЖК 
3,2;bx   толщина оболочки ГК 3 1,2 мм;h   

толщина обода ГК под зубчатым венцом 
1 1, 4 мм;h   ширина зубчатого венца 

30 мм;wb   длина оболочки ГК 160 мм;l   ши-
рина ГП 24 мм;b   число тел качения в ГП 

24;N   форма кулачка — кольцо, деформиро-
ванное четырьмя силами под углом 35     
к большой оси кулачка. Максимальная дефор-
мация 0 1,1 .W m  Радиальные зазоры между 
НКГП и ГК и в ГП составляют 26 мкм. Внутрен-
ний конец зубчатого венца ГК совпадает с тор-
цом ГП. 

Схемы расположения зубьев ГК и ЖК в 
эвольвентном зацеплении при совпадении 
осей вращения кулачка и ЖК для момента со-
противления на выходном валу (далее момент 
сопротивления) с 900 Н мM    показаны на 
рис. 4, а и б. 

Угловая координата зуба ГК относительно 
большой оси кулачка обозначена буквой .  Из 
приведенных положений зубьев видно, что за-
зор на входе в зацепление принимает наимень-
шее значение   в поперечном сечении по 
внутреннему торцу (см. рис. 4, б, 43 ).     
Минимальный зазор на входе в зацепление (да-

 

 
Рис. 5. Схемы расположения зубьев ГК и ЖК в циклоидальном зацеплении при совпадении осей вращения 

кулачка и ЖК для момента сопротивления с 900 Н м:M    
а — внешнее поперечное сечение ГК ( 0);z   б — внутреннее поперечное сечение ГК ( )wz b  
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лее минимальный зазор)   имеет небольшое 
значение. Следовательно, в эвольвентном за-
цеплении ВЗП существует возможность появ-
ления интерференции зубьев на входе в зацеп-
ление. Интерференция может возникнуть из-за 
погрешностей изготовления и монтажа деталей 
ВЗП, при котором появится радиальное смеще-
ние оси кулачка относительно оси ЖК (далее 
радиальное смещение кулачка) .he  

Схемы расположения зубьев ГК и ЖК в 
циклоидальном зацеплении при совпадении 
осей вращения кулачка и ЖК для момента со-
противления с 900 Н мM    показаны на рис. 5, а 
и б. Зазоры на входе в зацепление имеют доста-
точно большие значения и незначительно раз-
личаются в поперечных сечениях по внутрен-
нему и внешнему торцам зубчатого венца  
(см. рис. 5, а, 41 ).     Следовательно, в цик-
лоидальном зацеплении рассматриваемой ВЗП 
появление интерференции на входе в зацепле-
ние полностью исключено. 

Зависимости минимального зазора   зубьев 
ВЗП с эвольвентным и циклоидальным зацеп-
лениями от момента сопротивления сM  при 
совпадении осей вращения кулачка, ГК и ЖК 
показаны на рис. 6, а. Минимальный зазор   
определялся по всей длине зубчатого венца. 

В эвольвентном зацеплении (кривая 1) за-
зор   сильно зависит от момента сопротивле-
ния с .M  При увеличении сM  с 0 до 1,5 кН м 
указанный зазор уменьшается от 90 мкм до 0. 
Следовательно, при сM   1,5 кН м происходит 
интерференция зубьев, в результате которой 
повышается их износ, и может возникнуть про-
скок или заклинивание зубьев. 

В циклоидальном зацеплении минимальный 
зазор имеет большие значения ( = 90...150 мкм) 
и незначительно уменьшается при увеличении 
момента сопротивления сM  (см. рис. 6, а, кри-
вая 2). Интерференции зубьев в этом зацеплении 
не происходит во всем диапазоне момента со-
противления с 0...3 кН м.M    

Зависимости минимального зазора   зубьев 
ВЗП с эвольвентным и циклоидальным зацеп-
лениями от момента сопротивления сM  при 
радиальном смещении оси кулачка 40 мкмhe   
показаны на рис. 6, б. В эвольвентном зацепле-
нии радиальное смещение оси кулачка he  зна-
чительно уменьшает минимальный зазор   
(см. рис. 6, а и б, кривые 1). При 40 мкмhe   
минимальный зазор   становится отрицатель-
ным при моменте с 1 кН м.M    

Смещение оси кулачка происходит из-за по-
грешностей изготовления и монтажа деталей. 
Следовательно, в эвольвентном зацеплении ин-
терференция зубьев может появиться уже при 
моменте с 1 кН м.M    

В циклоидальном зацеплении радиальное 
смещение оси кулачка he  незначительно влияет 
на минимальный зазор   (см. рис. 6, а и б, кри-
вые 2). Его значение не превышает 80 мкм. Сле-
довательно, опасность появления интерферен-
ции зубьев при работе ВЗП полностью отсут-
ствует. 

Выводы 
1. Выполнено сравнение возможности появ-

ления интерференции зубьев ВЗП с эвольвент-
ным и циклоидальным зацеплениями. 

       
                                                а                                                                                            б 

Рис. 6. Зависимости минимального зазора   зубьев ВЗП с эвольвентным (1) и циклоидальным (2) 
зацеплениями от момента сопротивления сM  при радиальном смещении оси кулачка 0he   (а) и 40 мкм (б) 
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2. Расчетным путем показано, что в циклои-
дальном зацеплении минимальный зазор зна-
чительно больше, чем в эвольвентном. 

3. Установлено, что в ВЗП c эвольвентным 
зацеплением может возникнуть интерферен-

ция зубьев при моменте сопротивления 
с 1 кН м.M    В передаче с циклоидальным за-

цеплением интерференция не появляется в 
диапазоне нагрузок с 0...3 кН м.M    
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