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Рассмотрена задача на стыке двух наук: гравиметрии и небесной механики. Космиче-
ский аппарат нацелен на перелет из одной точки Луны в другую на высоте 1 км по 
плоской круговой орбите. Под действием гравитационных аномалий орбита отклоня-
ется от круговой, приобретая пространственный характер. Для учета гравитационных 
аномалий предложен метод массовых концентраций, согласно которому результиру-
ющее гравитационное поле — это суперпозиция элементарных полей отдельных мас-
совых концентраций (масконов). Элементарное поле отдельного маскона имеет четы-
ре параметра: географические широту и долготу, глубину залегания и массу (положи-
тельную или отрицательную). С каждым параметром маскона ассоциирована 
псевдослучайная величина с равномерным законом распределения в заданном интер-
вале. Псевдослучайные величины генерирует датчик Вичмана — Хилла. Рассматрива-
емая задача сведена к задаче Коши с начальными условиями. Под действием гравита-
ционных аномалий через несколько витков после старта происходит падение косми-
ческого аппарата на поверхность Луны. Показано, что для безопасного перелета 
достаточно одного витка. Космический аппарат движется по указанной сверхнизкой 
орбите под действием аномального гравитационного шума. Аномальная гравитаци-
онная перегрузка составляет около 0,1 м/с2. 

Ключевые слова: гравитационные аномалии Луны, массовая концентрация, псевдо-
случайная величина, аномальный гравитационный шум 

The study centers around the interdisciplinary problem: gravimetry and celestial mecha-
nics. A spacecraft is aimed at a flight from one point of the Moon to another at an altitude 
of 1 km in a flat circular orbit. Under gravitational anomalies, the orbit deviates from 
a circular one, acquiring a spatial character. To account for gravitational anomalies, we 
introduce the mass concentration method, according to which the resulting gravitational 
field is a superposition of elementary fields of individual mass concentrations (mascons). 
The elementary field of an individual mascon has four parameters: latitude, longitude, 
depth, and positive or negative mass. Each parameter of the mascon is associated with 
a pseudo-random variable with a uniform distribution law in a given interval. The pseu-
do-random values are generated by the Wichmann-Hill PRNG. The problem under con-
sideration is reduced to the Cauchy problem with initial conditions. Under gravitational 
anomalies, a few orbits after the launch, the spacecraft falls onto the lunar surface. 
The study shows that one orbit is enough for a safe flight. The spacecraft moves in 
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the specified ultra-low orbit under gravity-anomaly noise. Anomalous gravitational over-
load is 0.1 m/sec2. 

Keywords: lunar gravitation anomalies, mass concentration, pseudo-random number, grav-
ity-anomaly noise 

Освоение Луны требует выполнения перелетов 
из одной точки ее поверхности в другую по 
сверхнизкой околокруговой орбите на высоте 
1 км. На этой высоте на геометрическую несфе-
ричность гравитационного поля (обусловлен-
ную главным образом сжатием тела Луны с по-
люсов) накладываются гравитационные анома-
лии (ГА) у поверхности планеты. Такие ано-
малии изучает гравиметрия [1], а движение 
космического аппарата (КА) с учетом геомет-
рической несферичности — классическая не-
бесная механика [2]. 

Гравиметрия изучает изменения ускорения 
свободного падения в четвертом–шестом зна-
ке (мГал). Современные результаты исследо-
вания плотностных неоднородностей в объеме 
Луны приведены в работе [3]. Для измерения 

аномальных гравиметрических кривых (по-
верхностей) и их производных используют 
специальные приборы: грави-, градиенто- и 
вариометры [4]. 

У Земли движению КА мешает атмосфера. 
На высоте 100…1000 км ГА достаточно малы. 
На Земле главное приложение гравиметрии — 
задачи навигации [5]. На Луне атмосферы нет. 
На этой планете ГА составляют около 500 мГал 
(рис. 1, а). На высоте около 1 км учет влияния 
ГА на движение окололунного КА имеет прин-
ципиальное значение. Задачу небесной механи-
ки, решаемую с учетом ГА у поверхности пла-
неты, называют гравиметрической. 

Задачи небесной механики подразделяют на 
прямые и обратные. В прямой задаче по задан-
ным свойствам гравитационного поля находят 
траекторию КА. В обратной задаче, наоборот, 
по предварительно измеренной траектории 
определяют свойства гравитационного поля 
планеты. 

Решение обратной задачи особенно важно 
на начальном этапе освоения планеты [6–8]. 
Если она изучена хорошо, то обратную задачу 
можно использовать для верификации матема-
тической модели движения КА [9]. В данной 
статье рассмотрена прямая гравиметрическая 
задача небесной механики. 

В подавляющем большинстве работ по 
небесной механике гравитационный потенциал 
представляют в виде разложения в двойной ряд 
по сферическим функциям Лежандра [2]. Такое 
представление гравитационного поля офици-
ально рекомендовано Международным астро-
номическим союзом. Другие представления 
гравитационного поля в отечественной и ино-
странной литературе практически отсутствуют.  

Классическая небесная механика выстроена 
в направлении «от геометрии к аномалиям». 
Это означает, что сначала получают решение с 
учетом геометрической несферичности поля 
(путем разложения в указанный двойной ряд), 
которое затем адаптируют для учета ГА. На вы-
соте около 1000 км это разложение хорошо схо-
дится. 

Так, в статье [10] для анализа солнечно-
синхронной орбиты окололунного КА в разло-

 

 
Рис. 1. Карта ГА Луны (а) и результаты  
кусочно-постоянной аппроксимации 

гравиметрической аномальной поверхности (б) 



#2(743) 2022 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 77 

жении удержано семь членов. В работе [11] по-
казано, что с уменьшением высоты орбиты по-
требное количество членов разложения быстро 
растет. Сходимость немонотонна. В гравимет-
рической задаче небесной механики потребное 
количество членов разложения растет лавино-
образно. По оценке Попадьева — Сороки [12], 
для моделирования результатов гравиметриче-
ских измерений поверхности Земли с шагом 
10 км потребное количество членов разложе-
ния превышает 4 000 000. 

Для пояснения изложенного рассмотрим ку-
сочно-постоянную аппроксимацию гравимет-
рической аномальной поверхности (рис. 1, б). 
На рис. 2, а безразмерная одномерная ступен-
чатая функция ( )y x  при числе ступенек n  15 
разложена в ряд Фурье по косинусам. Удержа-
но m  500 членов разложения: 
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где jf  — j-я ордината ступенек; l  — безразмер-
ный интервал разложения. 

На рис. 2, б показан вклад отдельных чле-
нов ряда (1). Видно, что сходимость разложе-
ния медленная и немонотонная. Отметим, что 
в ряде задач геометрической несферичностью 
гравитационного поля Луны можно прене-
бречь. Так, поле считается центральным, если 
расстояние от КА до Луны много больше ее 
радиуса [13]. Поле будет центральным при 

проектировании системы управления переле-
том КА с окололунной орбиты на поверхность 
планеты [14]. 

С учетом изложенного предлагается отка-
заться от указанного разложения гравитаци-
онного поля Луны в двойной ряд по сфери-
ческим функциям Лежандра. Исследование  
проведено по принципу «от аномалий к гео-
метрии», а не «от геометрии к аномалиям». 
Это означает, что сначала (методом массовых 
концентраций) следует изучить движение КА 
под действием только ГА. Затем адаптировать 
это решение для учета геометрической несфе-
ричности Луны (которая в статье не рассмот-
рена). 

Цель работы — развитие метода массовых 
концентраций, согласно которому результиру-
ющее гравитационное поле — это суперпози-
ция элементарных полей отдельных массовых 
концентраций (масконов). 

 
Уравнения орбитального движения КА. Ре-
зультирующее гравитационное поле Луны — 
это суперпозиция элементарных полей от-
дельных масконов. Каждый j-й маскон имеет 
четыре параметра: географическую широ-
ту ,j  географическую долготу ,j  глубину 
залегания jh  и массу jM  (положительную или 
отрицательную). 

Суперпозиция масконов приведена на 
рис. 3, а, где зеленым цветом показан идеаль-
ный шар Луны, красным и синим — масконы. 
Красные обладают положительной массой, си-
ние — отрицательной. Поле несферично, по-
этому ускорение свободного падения имеет не 
только нормальную составляющую, но и тан-
генциальную. 

  
Рис. 2. Безразмерная одномерная ступенчатая функция (а)  

и фрагмент немонотонной сходимости ее разложения в ряд Фурье (б) 
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Плоская интерпретация силового поля от-
дельного j-го маскона приведена на рис. 3, б. 
Поле — ньютоновское: 
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   1, ..., ,j n  

где   — гравитационная постоянная; m  — 
масса КА; n  — рассматриваемое число мас-
конов. 

Базовая система координат (рис. 4, а) жестко 
связана с Луной. Ось OX постоянно направлена 
на Землю. Система координат вращается вокруг 
оси OZ с угловой скоростью .  КА — это мате-
риальная точка, которая движется относительно 
вращающейся системы координат, поэтому воз-
никает кориолисово ускорение. Радиус-вектор r  
указывает текущее положение КА. Радиус-век-
тор jr  фиксирует положение j-го маскона. 

Векторное уравнение динамики КА в абсо-
лютных ускорениях, где первое слагаемое пра-
вой части — вклад идеального шара Луны, вто-
рое — суперпозиция элементарных силовых 
полей отдельных масконов — имеет вид 
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Здесь M  — масса Луны; абсa  — вектор абсо-
лютного ускорения КА; 

  2 2 2; ;x y z r x y z     r i j k  

  ( ) ( ) ( ) ;j j j jx x y y z z      r i j k  

  2 2 2( ) ( ) ( ) ,j j j jr x x y y z z        

где ,i  ,j  k  — орты координатных осей. 
Вектор абсолютного ускорения равен сумме 

векторов относительного отн ,a  переносно-
го перa  и кориолисова корa  ускорений: 
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Рис. 3. Результаты моделирования суперпозиции 

масконов (а) и элементарного силового поля 
отдельного маскона (б) 

 

    
Рис. 4. Результаты моделирования базовой системы координат (а) и векторов нормалей (б) 



#2(743) 2022 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 79 

Векторное уравнение (2) преобразуется к 
системе трех скалярных уравнений в коорди-
натах: 
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Эта система интегрируется по времени ме-
тодом Рунге — Кутты 4-го порядка. Вместе с 
рассмотренными далее начальными условиями 
интегрирования система уравнений (3) форми-
рует задачу Коши. Интегрирование выполняет-
ся с двойной точностью. 

Доступ к гравиметрической информации  
о Луне затруднен, поэтому каждый из четырех 
параметров маскона (см. рис. 3, б) ассоцииро-
ван с псевдослучайной величиной. Псевдо-
случайные реализации указанных величин  
с равномерным распределением в заданных  
интервалах генерирует датчик Вичмана — 
Хилла [15]. 

Параметры маскона варьировались в сле-
дующих диапазонах: географическая широта 

j  = –90…+90°; географическая долгота j   
= –180…+180°; глубина залегания jh   
= 0…100 км. Масса маскона jM  выбрана так, 
что расчетные ГА Луны лежат в пределах 
±500 мГал (см. рис. 1, а). Рассматриваемое чис-
ло масконов n  = 500, j = 1,…, n . 

Расчетная псевдослучайная аномальная по-
верхность составляющей yg  ускорения свобод-
ного падения на развертке всей поверхности 
Луны показана на рис. 5, а, где значения на цве-
товой шкале указаны в галлах. Фрагмент этой 
поверхности в интервале 50…60° восточной 
долготы и северной широты приведен на 
рис. 5, б. Здесь красные линии — изоаномалы 
[1], мГал, составляющей zg  ускорения свобод-
ного падения, синие — изоаномалы, мГал, со-
ставляющей .yg  Гравитационное поле несфе-
рично, поэтому ускорение свободного падения 
имеет не только нормальную составляющую, но 
и тангенциальную. 

 
Начальные условия движения. Начальное по-
ложение КА (рис. 4, б) определяет радиус-
вектор точки А ,A A A Ax y z  r i j k  конечное — 
радиус-вектор точки В .B B B Bx y z  r i j k  
Точки А и В лежат на высоте 1 км. КА нацелен 
на перелет по круговой орбите. Плоскость 
начальной круговой орбиты проходит через 
точку А, точку В и точку О (геометрический 
центр Луны). 

Начальная скорость КА 0v   1679,2344 м/с 
равна первой космической скорости на данной 
высоте. Вектор начальной абсолютной скоро-
сти КА 0v  направлен по касательной к окруж-
ности орбиты (см. рис. 4, б). Вектор n  опреде-
ляется выражением 

  ,A B n n nx y z    n r r i j k  

где ;n A B B Ax y z y z   ( );n A B B Ay x z x z    
.n A B B Az x y x y   

Пусть вектор n  перпендикулярен плоскости 
векторов Ar  и ,Br  а вектор 1n  — плоскости 
векторов n  и .Ar  Тогда вектор начальной абсо-

 

 
Рис. 5. Результаты моделирования псевдослучайной 

аномальной поверхности составляющей yg  
ускорения свободного падения (а)  

и ее фрагмент на плоскости координат  
восточная долгота — северная широта (б) 
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лютной скорости 0v  параллелен вектору 1n  
(см. рис. 4, б): 
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Вектор начальной относительной скоро-
сти 0отнv  есть разность вектора начальной аб-
солютной скорости 0v  и вектора переносной 
скорости 0пер :v  

  0отн 0 0пер , v v v  

где 0отн 0 0 0 ;x y z  v   i j k  0пер .y x   v i j  
Таким образом, начальные условия относи-

тельного движения КА по скорости в скаляр-
ной форме определяются выражениями 
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Начальные условия (4) и система уравне-
ний (3) дают формулировку Коши для рассмат-
риваемой гравиметрической задачи небесной 
механики. 

 
Результаты расчета. КА нацелен на перелет из 
точки А в точку В по круговой орбите с первой 
космической скоростью на высоте 1 км. Если 
движение абсолютное и ГА нет, то траектория 
КА —  идеальная окружность. В относительном 
движении во вращающейся системе координат 
Луны (см. рис. 4, а) круговая орбита приобрета-

ет пространственный характер. Под действием 
ГА орбита отклоняется от круговой. 

Результаты моделирования десяти витков 
пространственной траектории окололунного 
КА по сверхнизкой орбите высотой 1 км в про-
екции на координатную плоскость XOZ без уче-
та ГА (синие линии) и с учетом ГА (красные 
линии) показаны на рис. 6. «Уход» КА на деся-
том витке в координатной плоскости XOZ (вы-
деленном стрелками) составляет 10,8 км. 

Известно, что окололунные орбиты неста-
бильны, поэтому их надо постоянно поддержи-
вать и корректировать. Так, в работе [16] пред-
ложен алгоритм поддержания околополярной 
орбиты высотой 10 000 км. В статье [17] обоб-
щены результаты анализа возмущенного дви-
жения окололунных КА по круговым орбитам 
высотой 25…51 200 км. 

В публикации [18] предложен критерий 
стабильности окололунной орбиты высотой 
100 км и выполнен сравнительный анализ ста-

 
Рис. 6. Результаты моделирования десяти витков 
пространственной траектории окололунного КА  
по сверхнизкой орбите высотой 1 км в проекции 

 на координатную плоскость XOZ 
 

    
Рис. 7. Зависимость высоты полета КА по сверхнизкой орбите от времени (а) и фрагмент компьютерной 

программы, разработанной для обеспечения безопасного перелета КА (б) 



#2(743) 2022 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 81 

бильности орбит. В работе [19] с учетом отра-
жения света от поверхности Луны установлено 
влияние давления солнечного света на дви-
жение окололунного спутника по нестабиль-
ной орбите высотой 15…515 км. Для этого от-
ражающая поверхность Луны разбита на 
51 840 ячеек. 

Результаты анализа нестабильности сверх-
низких окололунных орбит высотой около 1 км 
в отечественной и иностранной литературе 
практически отсутствуют. 

На рис. 7, а показана зависимость высоты 
полета КА по сверхнизкой орбите от времени. 
Начальная высота — 1 км. Видно, что измене-
ние высоты полета имеет осцилляционный ха-
рактер с нарастающей амплитудой. На 14 344-й 
секунде полета (третий виток) происходит 
столкновение КА с поверхностью Луны (синяя 
стрелка). 

Для решения поставленной задачи разрабо-
тана компьютерная программа на языке Fortran 
(рис. 7, б). Чтобы запустить программу, испол-
няемый файл MISSION.exe необходимо пере-
тащить мышкой на ярлык DOSBox (красная 
стрелка). Это позволяет не связывать решение 
задачи с конкретной версией операционной 
системы Windows. 

Можно отказаться от Windows и перейти в 
MSDOS. Желтой стрелкой на рис. 7, б показано, 
что время перелета КА из точки А в точку В 
(для соответствующих исходных данных) со-
ставляет 673 с, и оно меньше периода обраще-
ния КА вокруг Луны на высоте около 1 км, рав-
ного 6500 с. Промах, обусловленный вращени-
ем связанной системы координат Луны и 
наличием ГА, составляет 1486 м. Таким обра-
зом, для обеспечения безопасного перелета КА 
с приемлемой точностью достаточно одного 
витка. 

На рис. 8, а показано, что при движении по 
сверхнизкой окололунной орбите через ГА ап-
парат испытывает дополнительную аномаль-
ную гравитационную перегрузку, составляю-
щую около 0,1 м/с2. 

На рис. 8, б показано спектральное разло-
жение данной перегрузки в диапазоне часто-
ты 0…60 Гц, выполненное процедурой быст- 
рого преобразования Фурье FFT в пакете 
MSC.Adams. Видно, что при числе масконов  
n = 500 спектр очень плотный (почти сплош-
ной). С увеличением числа масконов плотность 
спектра растет. Таким образом, имеет место 
аномальный гравитационный шум. 

Особенность аномальной гравитационной 
перегрузки такова, что космонавт будет ощу-
щать ее даже в невесомости при отсутствии 
опоры. Никакая амортизация здесь не работает. 

Выводы 
1. Показано, что результирующее аномаль-

ное гравитационное поле Луны — это суперпо-
зиция элементарных силовых полей отдельных 
масконов. Параметры маскона — псевдослу-
чайные величины с равномерным законом рас-
пределения в заданном интервале значений. 

2. Установлено, что КА движется по сверх-
низкой орбите под действием аномального гра-
витационного шума. Аномальная гравитацион-
ная перегрузка составляет около 0,1 м/с2. 

 

 

 
Рис. 8. Результаты моделирования движения КА  
по сверхнизкой окололунной орбите через ГА: 

а — дополнительная аномальная перегрузка;  
б — спектральное разложение этой перегрузки  

в диапазоне частоты 0…60 Гц 
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