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Исследований на прочность и устойчивость подкрепленных композитных оболочек с 
учетом моментности и нелинейности исходного напряженно-деформированного со-
стояния в настоящее время недостаточно. Большинство известных решений задач 
устойчивости оболочек получено аналитическими и численными методами, как пра-
вило, в линейном приближении, т. е. в классической постановке. Предложена мето-
дика, реализующая метод конечных элементов для решения задач прочности и устой-
чивости дискретно-подкрепленных цилиндрических оболочек, выполненных из ком-
позиционного материала, с учетом моментности и нелинейности их докритического 
напряженно-деформированного состояния. Исследована устойчивость подкреплен-
ного отсека фюзеляжа самолета, выполненного из композиционного материала, при 
поперечном изгибе. Определено влияние нелинейности деформирования, жесткости 
стрингерного набора и толщины оболочки на критические нагрузки потери устойчи-
вости оболочки. 
Ключевые слова: цилиндрические композитные оболочки, нелинейное деформиро-
вание, устойчивость оболочки, метод конечных элементов 

Currently, there is a lack of studies on the strength and stability of reinforced composite 
shells, taking into account the momentness and nonlinearity of the initial stress-strain state. 
Most of the known solutions to the shells stability problems are obtained by analytical and 
numerical methods, as a rule, in the linear approximation, i.e. in the classical formulation.  
A developed technique is proposed implementing the finite element method for solving the 
problems of strength and stability of discrete-reinforced cylindrical shells made of the com-
posite material, taking into account the momentness and nonlinearity of their subcritical 
stress-strain state. The transverse bending stability of the reinforced aircraft fuselage com-
partment made of composite material has been investigated. The effect of deformation non-
linearity, stiffness of stringer set, shell thickness on critical loads of the shell instability has 
been determined. 
Keywords: cylindrical composite shells, nonlinear deformation, shall stability, finite element 
method 
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Анизогридные сетчатые конструкции из ком-
позиционных материалов, изготавливаемые 
методом непрерывной намотки, получили ши-
рокое распространение в современных лета-
тельных и особенно космических аппаратах.  
В летательных аппаратах их применяют либо 
как самостоятельные конструкции, состоящие 
только из подкреплений, либо совместно с об-
шивкой. Последнее необходимо для конструк-
ций фюзеляжей самолетов. 

Основополагающий вклад в разработку сет-
чатых композиционных конструкций внес 
В.В. Васильев [1]. Аналитические оценки на-
пряженно-деформированного состояния регу-
лярной сетчатой оболочки с использованием 
вариационного принципа, безмоментной тео-
рии оболочек и с заменой реберной структуры 
условно сплошным слоем с осредненной жест-
костью приведены в работе В.В. Васильева и 
В.А. Бунакова [2]. 

Однако континуальная модель не вполне 
адекватна реальной сетчатой структуре вблизи 
кромок и нарушений регулярности. В этих слу-
чаях необходимо использовать дискретные мо-
дели. Дискретный подход к моделированию 
сетчатых анизогридных конструкций исполь-
зовали В.В. Васильев, А.Ф. Разин, А.А. Бабичев, 
В.П. Булдаков, М.В. Никитин и др. 

Тем не менее методы расчета на прочность и 
устойчивость сетчатых конструкций с учетом 
нелинейности исходного напряженно-дефор-
мированного состояния недостаточно развиты. 
Большая часть известных решений задач устой-
чивости оболочек получена аналитическими 
методами и, как правило, в линейном прибли-
жении без учета моментности и нелинейности 
докритического состояния оболочек, т. е. в 
классической постановке [3, 4]. Поэтому разра-
ботка надежных и эффективных методов расче-
та анизогридных конструкций является акту-
альной задачей. 

Наиболее подходящим методом в этом случае 
является метод конечных элементов, обладаю-
щий такими достоинствами, как универсаль-
ность, физичность и неограниченная возмож-
ность применения в сложных конструкциях при 
произвольном нагружении. 

В настоящей работе задача прочности и 
устойчивости цилиндрических оболочек, вы-
полненных из композиционного материала, 
при нагружении поперечной силой решена ме-
тодами конечных элементов и линеаризации 
Ньютона — Канторовича. Использованы раз-

работанные на основе гипотезы Тимошенко 
конечные элементы (КЭ) цилиндрических ком-
позитных оболочек естественной кривизны, в 
аппроксимации перемещений которых в явном 
виде выделены их жесткие перемещения (пере-
мещения КЭ как твердого тела). Исследован 
отсек фюзеляжа перспективного пассажирского 
самолета в виде круговой анизогридной цилин-
дрической оболочки в широком диапазоне 
жесткости оболочки. 

Цель работы — исследование влияния нели-
нейности исходного напряженно-деформиро-
ванного состояния, видов и жесткости под-
крепляющего набора на критические нагрузки 
потери устойчивости оболочки. 

Рассмотрим подкрепленную продольным 
(стрингерами) и поперечным (шпангоутами) 
наборами некруговую цилиндрическую компо-
зитную оболочку (рис. 1), находящуюся под 
действием неоднородной краевой нагрузки в 
виде продольной силы N, изгибающего M и 
крутящего Mк моментов, поперечной силы Q и 
внутреннего давления q. На рис. 1 введены сле-
дующие обозначения: a и b — большая и малая 
ось эллипса;  — угол поворота радиуса кри-
визны R поперечного сечения оболочки отно-
сительно вертикальной оси. 

Кратко изложим основные соотношения для 
КЭ некруговой эллиптической цилиндрической 
композитной оболочки. Оболочку будем рас-
сматривать как конструктивно-ортотропную, в 
которой суммарная жесткость складывается из 
жесткостей обшивки и подкреплений, приве-
денных к срединной поверхности обшивки. 
При выводе основных соотношений воспользу-
емся ранее разработанным алгоритмом [5, 6]. 

Разобьем оболочку линиями главных кри-
визн по образующей на m, а по направляющей 
на n частей, т. е. представим ее набором m  n 
криволинейных прямоугольных КЭ естествен-
ной кривизны. 

 
Рис. 1. Схема расчета некруговой цилиндрической 

 композитной оболочки 
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Для оболочки применяем гипотезу Тимо-
шенко прямой линии. Углы поворотов сечений 
оболочки определяются выражениями [1, 7] 
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где ,x  y  — углы сдвига сечений оболочки 
по осям x и y; w  — прогиб оболочки по оси х; 

2k  и R — кривизна и радиус оболочки;  
x — продольная координата; здесь и далее ин-
дексы «x» и «» означают дифференцирование 
по соответствующим переменным. 

Из выражения (1) получаем углы сдвига се-
чений оболочки 
  1;x x       2 .y y     

Используя билинейную аппроксимацию для 
тангенциальных перемещений ,u  v  и углов 
сдвига ,x  ,y  бикубическую аппроксимацию 
для прогиба w и соотношения для перемеще-
ний элемента оболочки как жесткого целого [5], 
запишем следующие выражения для полных 
перемещений точек КЭ: 
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где ia  — коэффициенты полиномов, i = 1,  
2, …, 32. 

Коэффициенты полиномов ia  выражаются 
через узловые неизвестные: 
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где u  — вектор узловых перемещений, углов 
поворотов и сдвигов КЭ. 

В каждом узле есть восемь неизвестных, по-
этому КЭ имеет 32 степени свободы. 

Нелинейные соотношения Коши для дефор-
маций и изменений кривизн срединной по-
верхности оболочки имеют вид 

 .l n e e e  

Здесь , le e  и ne  — векторы деформаций, линей-
ной и нелинейной составляющих вектора e, 
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Согласно работе [8], соотношения упругости 

для оболочки имеют вид 
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Здесь T  — вектор внутренних усилий, изгиба-
ющих моментов и поперечных сил, 

T
1 2 3 1 2 3 1 2{ , , , , , , , } ;T T T M M M Q QT  D  — мат-

рица упругих жесткостей, 

11 12 13 11 12 13

12 22 23 12 22 23

13 23 33 13 23 33

11 12 13 11 12 13

12 22 23 12 22 23

13 23 33 13 23 33

11

22

0 0
0 0
0 0
0 0

;0 0
0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

B B B K K K
B B B K K K
B B B K K K
K K K D D D
K K K D D D
K K K D D D

C
C

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

D  

 11 22 5 / 6 ,C C Gh   

где , ,ij ij ijB K D  — приведенные к срединной по-
верхности оболочки коэффициенты мембран-
ной и изгибной жесткостей композитной обо-
лочки [1]; G  — модуль сдвига; h  — приведен-
ная толщина оболочки. 

Используя решение из работы [5], запишем 
выражение для потенциальной энергии КЭ 
оболочки 

 ,W V    

где W  — энергия деформации КЭ; V  — работа 
внешних сил. 

Согласно работе [5], 

 T T T1 1 ( )
2 2 l n

s s

W ds ds    T e T e T e  



#10(739) 2021 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 109 

 T T T T1 ( ) ;
2 l n n l n nl l

s

ds    e De e De e De e De  

 T T T ;
k

k k lk l
s l

V ds dl  q u R u R u   

  T
1 2, , , , , ,xyk u v w w u  

где q  — вектор внешней поверхностной 
нагрузки; ,kR  lR — векторы контурных и ло-
кальных сил и моментов. 

Вариационное уравнение Лагранжа для КЭ 
оболочки имеет вид 
 0,W V      

где   — знак вариации. 
Варьируя по узловым перемещениям КЭ, 

получаем относительно них систему нелиней-
ных алгебраических уравнений. С учетом 
условия совместности узловых перемещений 
элементов и граничных условий запишем си-
стему нелинейных алгебраических уравнений 
относительно узловых перемещений всех КЭ 
оболочки: 

 0,  Ku Q    (2) 

где K  — матрица жесткости оболочки, полу-
чаемая суммированием матриц жесткости от-
дельных КЭ с использованием матрицы индек-
сов [9]; u  — вектор узловых неизвестных 
оболочки; Q  — вектор обобщенных узловых 
сил оболочки. 

Для решения системы уравнений (2) вос-
пользуемся методом Ньютона — Канторовича 
[10], уравнение которого имеет вид 
 ( ;n  H u Q G    1 ,n n  u u   

где H  — матрица Гессе системы, элементами 
которой являются элементы второй вариации 
потенциальной энергии деформации подкреп-
ленной оболочки,   — приращение векто-
ра nu ; G — градиент потенциальной энергии 
деформации. 

Критическая нагрузка определяется как пре-
дельная по расходимости итерационного про-
цесса при резком возрастании перемещений в 
отдельных узлах конечно-элементной сетки или 
как бифуркационная с использованием энерге-
тического критерия устойчивости, согласно 
которому равновесное состояние устойчиво, 
если 2П 0  . Форма потери устойчивости обо-
лочки определяется из решения системы 

0Hu , где u  — вектор бифуркационных узло-
вых перемещений. 

Исследование нелинейного деформирования 
и устойчивости отсека фюзеляжа самолета 
при поперечном изгибе. Рассмотрим под-
крепленную продольным и поперечным набо-
рами круговую цилиндрическую оболочку в 
виде отсека фюзеляжа пассажирского самоле-
та, близкого по форме поперечного сечения к 
самолету ЯК-40, и находящуюся под действием 
краевой поперечной силы Q, приложенной к 
свободному краю оболочки. Исследуем раз-
личные виды подкреплений оболочки: анизо-
гридное (рис. 2) и ортогональное по линиям 
главных кривизн. Граничные условия: со сто-
роны нагружения оболочки wx = 0; а с другого 
края u = v = wx = 0. 

Оболочка радиусом R = 1200 мм и длиной 
L = 1680 мм подкреплена равностоящим под-
крепляющим набором (прямоугольного попе-
речного сечения) разной жесткости (см. рис. 2). 

Оболочка выполнена из полимерного ком-
позиционного материала Torayca T700. 

 

 
Рис. 2. Схема укладки монослоев в обшивке  

и подкреплений оболочки: 
1 — волокно; 2 — матрица 
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Механические характеристики  
монослоя Torayca T700 

Модуль упругости, МПа, в продольном  
направлении монослоя: 
     на растяжение 1E  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 510 
     на сжатие 1E  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  114 380 
Модуль упругости, МПа, в поперечном  
направлении монослоя: 
     на растяжение 2E  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8780 
     на сжатие 2E  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8670 
Модуль сдвига 12 ,G  МПа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4740 
Разрушающее продольное напряжение  
монослоя в, МПа: 
     на растяжение 1B

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2340 
     на сжатие 1B

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1240 
Разрушающее поперечное напряжение  
монослоя, МПа: 
     на растяжение 2B

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51,7 
     на сжатие 2B

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211,2 
Касательное напряжение 12B ,  МПа . . . . . . . . . . .  71,4 
Коэффициент Пуассона монослоя 21  . . . . . . . . .  0,34 
Толщина монослоя м, мкм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 

В разработанном конечно-элементном алго-
ритме рассмотрена конструктивно-орто-
тропная схема расположения подкреплений. 
Жесткостные характеристики материала об-
шивки получены с использованием формул, 
приведенных в работе [11]: 
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где k — номер слоя обшивки; k  — угол между 
осью 1, направленной вдоль армирующих во-
локон k-го слоя, и осью x  (см. рис. 2); kz  и 

1kz   — верхняя и нижняя координата z k-го 
слоя обшивки. 

С обшивкой связана декартова система ко-
ординат xyz, а с каждым армированным слоем с 
номером k — локальная система координат 1, 2, 
начало которой совпадает с началом системы 
координат xyz (см. рис. 2). 
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Подкрепления выполнены из такого же 
композиционного материала, получены путем 
специальной спиральной непрерывной намот-
ки, а также продольной и поперечной укладки 
монослоев. В результате образуется так называ-
емая анизогридная оболочка. 

Жесткостные характеристики приведенного 
набора подкреплений получаем с использова-
нием формул, указанных в работе [1], и с уче-
том приведения их к срединной поверхности 
обшивки: 

4
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где pE  и pG  — модуль упругости и сдвига под-
крепления; , ,p p pa b d  — высота, ширина и шаг 

подкреплений;   — угол укладки монослоев в 
подкреплениях относительно продольной оси 
оболочки; pe  — эксцентриситет подкреплений 
относительно срединной поверхности обшивки. 

В случае расчета ортогонального подкреп-
ления используем известные формулы для 
конструктивно-ортотропной оболочки [9]. 
Для подкреплений принимаем модуль упруго-
сти pE   83 670 МПа и модуль сдвига 

pG   4000 МПа. 
Будем рассматривать три варианта укладки 

монослоев обшивки (табл. 1). 
Исследуем пять вариантов подкреплений, 

приведенные характеристики которых, вклю-
чая жесткость Jp , указаны в табл. 2. 

Оболочка разбивалась конечно-элементной 
сеткой m × n = 14 × 100, что обеспечивало схо-
димость решения по числу КЭ. 

 
Результаты расчетного исследования. На 
рис. 3, а–в приведены зависимости критическо-
го параметра нагрузки kτ от жесткости под-
крепляющего набора pJ  3( /12)p p pJ b a  для ме-
таллической и композитных оболочек со спи-
ральным и ортогональным подкреплениями 
при разной толщине оболочки h. Критический 
параметр нагрузки 

 0 .k Q Q
   

Здесь Q  — критическая поперечная сила; 0Q  — 
критическая поперечная сила круговой цилин-
дрической оболочки той же толщины h [12], 

 
Таблица 1 

Варианты укладки монослоев обшивки 

Вариант Схема укладки hоб, мм 

I 0, 90, ±45, 90, 0 1,152 

II 0, ±45, 90, 0, ±45, 90 1,728 

III 0, 0, 0, ±45, 90, ±45, 90, 0, 0, 0 2,304 
 
Таблица 2 

Приведенные характеристики подкреплений 

Вариант ap, мм bp, мм dp, мм φ, град Jp, мм4 

1 10 2,5 103,6447 30, 90, 0, –30 208 
2 20 5,0 103,6447 30, 90, 0, –30 3333 
3 30 7,5 103,6447 30, 90, 0, –30 16 875 
4 40 10,0 103,6447 30, 90, 0, –30 53 333 
5 50 12,5 103,6447 30, 90, 0, –30 130 208 
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где 0R  — радиус оболочки; 0,953;C   
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— критическое классическое касательное уси-
лие круговой цилиндрической оболочки при 
кручении (  — коэффициент Пуассона метал-
лической оболочки; L  — длина оболочки). 

Сплошными линиями на рис. 3, а–в обозна-
чены результаты линейного решения, штрихо-
выми — нелинейного. Анализ этих рисунков 
показывает, что влияние нелинейности в боль-
шинстве случаев расчета минимально. С увели-

чением толщины оболочки h критический па-
раметр нагрузки kτ существенно уменьшается 
(до 300 %). При действии поперечной силы 
независимо от толщины и жесткости подкреп-
ляющего набора параметр нагрузки kτ металли-
ческой оболочки выше, чем у композитной. 
Кроме того, чем больше толщина обшивки, тем 
выше эффективность металлической оболочки. 
Критический параметр нагрузки анизогридных 
оболочек всегда меньше такового для металли-
ческой оболочки. 

На рис. 4, а–в показана весовая эффектив-
ность оболочки в виде зависимостей крити-
ческого весового параметра ǩτ от жесткости 
подкрепляющего набора pJ  металлической и 
композитных оболочек с ортогональным 

     

 
Рис. 3. Зависимости критического параметра нагрузки kτ от жесткости подкрепляющего набора pJ   

при толщине h = 1,152 (а), 1,728 (б) и 2,304 мм (в) для различных оболочек: 
1 и 3 — композитных с ортогональным и спиральным подкреплениями; 2 — металлической 
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Рис. 5. Формы потери устойчивости оболочки при малой (а) и большой (б) жесткостях подкреплений 

       

 
Рис. 4. Зависимости критического весового параметра ǩτ от жесткости подкрепляющего набора pJ  

 при толщине h = 1,152 (а), 1,728 (б) и 2,304 мм (в) для различных оболочек: 
1 и 2 — композитных с ортогональным и спиральным подкреплениями; 3 — металлической 
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и спиральным подкреплениями при разной 
толщине оболочки. Критический весовой пара-
метр ǩτ = kτ/(G/Gэ), где G и Gэ — вес рассчитан-
ного и эталонного отсека. Сплошными линиями 
на рис. 4, а–в обозначены результаты линейного 
решения, штриховыми — нелинейного. 

Анализ рис. 4, а–в показывает, насколько 
эффективна в весовом отношении та или иная 
оболочка. Наиболее эффективны композитные 
оболочки с ортогональным подкреплением. 
Металлические оболочки практически всегда 
проигрывают композитным. Нелинейность в 
большинстве исследованных оболочек незна-
чительна и снижает значение критического ве-
сового параметра ǩτ. При увеличении жесткости 
подкреплений весовая эффективность оболо-
чек повышается. 

Формы потери устойчивости оболочки 
толщиной h = 1,152 мм при малой (см. табл. 2, 

вариант 1) и большой (вариант 5) жесткостях 
подкреплений приведены на рис. 5, а и б.  
Оболочка теряет устойчивость на боковой по-
верхности от действия максимальных каса-
тельных усилий. С увеличением жесткости 
подкреплений число волн по окружности обо-
лочки увеличивается. 

Выводы 
1. Весовая эффективность металлических 

оболочек ниже, чем у композитных. 
2. Весовая эффективность анизогридных 

оболочек меньше, чем у оболочек с ортого-
нальным расположением подкреплений. 

3. Оболочка теряет устойчивость, как прави-
ло, по общей форме от действия максимальных 
касательных усилий. 
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