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При контактном взаимодействии двух тел могут возникнуть автоколебания или ре-
лаксационные колебания, которые представляют собой колебания частей тел относи-
тельно друг друга. Особый интерес представляет изучение процессов, протекающих  
в зоне взаимодействия эластичной шины с твердым опорным основанием, так как 
они напрямую влияют на безопасность движения колесных транспортных средств. 
Рассмотрены условия возникновения автоколебательных процессов в зоне взаимо-
действия эластичной шины с твердым опорным основанием в тяговом, ведомом и 
тормозном режимах качения колеса. Установлено, что появление автоколебательного 
режима в зоне взаимодействия эластичной шины с твердым опорным основанием 
является полезным диагностическим признаком, обеспечивающим распознавание 
развития процесса потери сцепления колеса с опорным основанием при заносе зад-
ней оси на ранних стадиях. 
Ключевые слова: автоколебательный процесс, эластичная шина, твердое опорное  
основание, диагностический признак 

When two bodies interact in contact, self-oscillations or relaxation vibrations can occur, 
which are vibrations of parts of bodies relative to each other. The study of the processes oc-
curring in the zone of an elastic tire interaction with a solid support base is of particular in-
terest, since they directly affect the safety of movement of wheeled vehicles. The aim of the 
work is to study the conditions for the occurrence of self-oscillating processes in the zone of 
interaction of an elastic tire with a solid support base in three rolling modes: traction, driv-
en, and braking.  It has been established that the appearance of a self-oscillating mode in the 
zone of interaction of an elastic tire with a solid support base is a useful diagnostic feature 
providing recognition of the development of the process of losing adhesion of a wheel with  
a support base when the rear axle skids at early stages. 
Keywords: self-oscillating process, elastic tire, solid support base, diagnostic feature 
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При контактном взаимодействии двух тел мо-
гут возникнуть автоколебания или релаксаци-
онные колебания, представляющие собой коле-
бания частей тел относительно друг друга [1, 2]. 

Самыми распространенными видами авто-
колебаний являются колебания, обусловленные 
трением. Наиболее интересным представляется 
изучение процессов, протекающих в зоне взаи-
модействия эластичной шины с твердым опор-
ным основанием (далее зона взаимодействия), 
так как эти процессы напрямую влияют на без-
опасность движения колесных транспортных 
средств [3–6]. 

Появление автоколебательного режима в 
зоне взаимодействия может послужить полез-
ным диагностическим признаком развития 
процесса потери сцепления колеса с опорным 
основанием. Особый интерес вызывает превен-
тивное распознавание зарождения этого про-
цесса, что позволяет системам активной без-
опасности (например, системам динамической 
стабилизации) среагировать на ранней стадии и 
не допустить развития процесса потери устой-
чивости или, по крайней мере, свести к мини-
муму его последствия [7–13]. 

Цель работы — изучение условий возникно-
вения автоколебательных процессов в зоне вза-
имодействия и установление возможности ис-
пользования этих условий в качестве диагно-
стических признаков потери сцепления шины с 
опорным основанием. 

 
Критерий возникновения автоколебательно-
го режима. Для выявления условий возникно-
вения автоколебательного режима в некоторой 
области, где поведение объекта описывается 
системой дифференциальных уравнений с не-
линейной правой частью 
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воспользуемся критерием Бендиксона [14], со-
гласно которому для рассматриваемых условий, 
если выражение 
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не меняет знак и не обращается тождественно в 
ноль, то в этой области система (1) не может 
иметь предельных циклов и замкнутых фазо-
вых траекторий (т. е. автоколебательные режи-
мы возникнуть не могут). 

Различают случаи мягкого и жесткого воз-
буждения автоколебаний. В первом случае ре-
жим автоколебаний появляется при почти лю-
бых начальных условиях движения, во вто-
ром — лишь при их определенных сочетаниях. 

Критерием L отнесения колебательной си-
стемы к первому или второму случаю возбуж-
дения автоколебаний может служить знак вы-
ражения [14] для системы (1) с одной степенью 
свободы (как будет показано далее при появле-
нии автоколебательного режима в зоне взаимо-
действия только одно из дифференциальных 
уравнений системы (1) имеет ненулевую произ-
водную правой части): 
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где   — частота установившихся автоколеба-
ний, 0.  

При 0L   имеет место мягкий режим воз-
никновения автоколебаний, при 0L   — 
жесткий. 

 
Математическая модель фрикционного взаи-
модействия эластичного колеса с твердым 
опорным основанием. Для исследования ди-
намики фрикционных систем применяют тео-
рию нелинейных дифференциальных уравне-
ний, поэтому изучение фрикционных автоко-
лебаний в сложных системах (особенно 
с несколькими степенями свободы) оказывает-
ся сложной и часто неразрешимой аналитиче-
скими методами задачей. В связи с этим иссле-
дование фрикционных автоколебательных  
систем разумно начать с рассмотрения автоко-
лебаний в системе с тремя степенями свободы. 

Расчетная схема взаимодействия эластично-
го колеса с твердым опорным основанием при-
ведена на рис. 1. Рассмотрим два тела, первое 3 
из которых представляет собой массу М 
подрессоренных частей автомобиля, приходя-
щуюся на колесо. Второе тело 1 массой m игра-
ет роль скользящего колеса. Тела связаны меж-
ду собой пружиной 4 жесткостью с. 

Второе тело проскальзывает относительно 
опорного основания 5, при этом на него дей-
ствует сила трения ,F  зависящая от скорости 
скольжения колеса 2скv  относительно опорно-
го основания. Первое тело может проскальзы-
вать с помощью роликов 2 относительно вто-
рого тела без трения в пределах действия 
упругой силы, развиваемой пружиной жестко-
стью с. 
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Опорное основание представим в виде не-
растяжимой и невесомой ленты. Вращение ко-
леса 6 с угловой скоростью к  вызывает дви-
жение опорного основания с линейной скоро-
стью к кr  (где кr  — расстояние от центра 
колеса до опорного основания), т. е. взаимодей-
ствие колеса 6 и ленты опорного основания 
происходит без относительного скольжения. 
Тогда скорость 2ск 2 к к ,v v r   где 2v  — линей-
ная скорость второго тела в неподвижной си-
стеме координат. 

Движение обоих тел имеет поступательный 
характер. Введем координаты для перемещений 
тел. Пусть 1x  и 2x  — перемещение первого и 
второго тела в неподвижной системе коорди-
нат. Будем полагать, что при 1 2 0x x   пружи-
на является недеформированной и нет про-
скальзывания массы второго тела относительно 
опорного основания. При этом сила трения 

0.F   
Разработанная расчетная схема взаимодей-

ствия эластичного колеса с твердым опорным 
основанием позволяет проводить исследование 
процессов, протекающих в зоне взаимодей-
ствия при трех режимах качения колеса — тя-
говом, ведомом и тормозном. 

 
Модель трения. Наиболее распространенной 
является модель сухого трения Кулона, когда 
сила трения покоя превосходит силу трения 
скольжения (рис. 2, а). Такая модель трения не 
имеет производных при нулевой скорости 
скольжения, что приводит к появлению зон 
застоя и потере единственности решений, вы-
званных переменной структурой правых частей 
дифференциальных уравнений. 

Динамику колесных машин часто описыва-
ют с помощью модели взаимодействия шин  
с опорным основанием, называемую магиче-
ской формулой Пасейки (рис. 2, б) [15]. С ма-
тематической точки зрения использование  
законов трения подобного рода приводит  
к сложности аналитического исследования, 
вследствие чего применяют численные методы 
исследования динамики систем с нелинейным 
трением [14]. 

В данной задаче использованы две разные 
модели трения для частичного и полного 
скольжения колеса в зоне взаимодействия. 

При частичном скольжении колеса будем 
использовать модель, аналогичную магической 
формуле Пасейки, но в более удобном для ана-
литического исследования виде [16]. Силу тре-
ния в зоне взаимодействия определяем по 
формуле 

   ,zF s F    (3) 

где   — коэффициент сцепления; s  — сколь-
жение колеса; zF  — вертикальная реакция в 
зоне взаимодействия. 

Скольжение колеса s вычисляем следующим 
образом: 

• для тормозного режима качения колеса 

 2 к к

2
;v rs

v
   (4) 

• для тягового и ведомого режимов качения 
колеса 
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Коэффициент сцепления [16] 
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где , p  ps  — константы. 

 
Рис. 1. Расчетная схема взаимодействия эластичного 

 колеса с твердым опорным основанием 

 
Рис. 2. Зависимости силы трения F  

от относительной скорости скольжения 2скv   
для модели сухого трения Кулона (а)  
и магической формулы Пасейки (б) 
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При полном скольжении колеса будем ис-
пользовать модель трения (рис. 3), которая за-
висит от относительной скорости к2сv  как мно-
гочлен пятой степени [1] 

    2 4
2 2 1ск ск ск ск22 21 ,F v kv g v g v     (7) 

где 1 2,  , k g g  — постоянные положительные 
коэффициенты. 

Примем 

   
2 2
21 22

1 2 2
21 22

;v vg
v v
    2 2 2

21 22

1 ; 
5

g
v v

    22 21 0.v v   (8) 

Тогда сила трения F  в области положитель-
ных значений аргумента 2скv  имеет локальный 
максимум в точке 21v  и локальный минимум в 
точке 22 ,v  убывая в интервале 21 22( ,  ).v v  Допу-
стим, что при 2ск  0v   сила трения 0.F   Это 
условие будет выполнено, если ее локальный 
минимум в точке 22v  окажется больше нуля, 
что будет справедливо в случае соблюдения не-
равенства 

  2 2 2 2 2 4
21 22 21 22 22 2215 5 3 0v v v v v v      

 2 2
21 225v v   (9) 

или 

 2
21 4 0.g g   

В дальнейшем будем считать, что функция 
2ск( )F v  удовлетворяет условиям (8) и (9). 

Предложенную модель трения, являющуюся 
простейшей аппроксимацией модели трения 
Кулона, следует применять в тех случаях, когда 
сила трения покоя превосходит силу трения 
скольжения. Использование этой модели, как 
будет показано далее, позволит провести ана-
литическое исследование возникновения авто-
колебаний. 

 
Тяговый и ведомый режимы качения колеса. 
Для расчетной схемы, приведенной на рис. 1, 

рассмотрим тяговый и ведомый режимы каче-
ния колеса. 

Частичное скольжение колеса. На основании 
теорем о сохранении количества движения и 
момента количества движения запишем следу-
ющие дифференциальные уравнения: 
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  (10) 

где кJ  — момент инерции колеса относительно 
оси его вращения; T  — крутящий или тормоз-
ной момент, приложенный к колесу (см. рис. 1). 

Сила трения F определяется по формуле (3), 
коэффициент сцепления ( )s  — по выраже-
нию (6), скольжение s — по формуле (5). 

Рассмотрим возможность возникновения 
автоколебаний в рассматриваемом режиме ка-
чения колеса с помощью критерия Бендиксона. 
Для поступательного перемещения первого те-
ла (см. рис. 1) запишем 

 1 2

1 1
0.f fQ

x v
   
 

  (11) 

Тождественное равенство нулю функции Q 
означает возможность возникновения автоко-
лебаний поступательного перемещения первого 
тела. 

Для поступательного перемещения второго 
тела (см. рис. 1) 
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Для вращательного движения колеса 
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Получаем Q > 0 как для поступательного пе-
ремещения второго тела, так и для вращатель-

 
Рис. 3. Зависимость силы трения F от относительной 

скорости скольжения 2скv  для модели (7) 
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ного движения колеса, т. е. функция является 
знакопостоянной и в ноль тождественно не об-
ращается. Следовательно, можно сделать вы-
вод, что в тяговом и ведомом режимах качения 
колеса при его частичном скольжении в зоне 
взаимодействия автоколебательные процессы 
возникнуть не могут. 

Полное скольжение колеса. Для системы 
уравнений (10) силу трения F будем определять 
по формулам (7)–(9). Тогда для поступательно-
го перемещения первого тела (см. рис. 1) снова 
получаем выражение (11) для функции Q, что 
также означает возможность возникновения 
автоколебаний поступательного перемещения 
первого тела. 

Для поступательного перемещения второго 
тела 
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Чтобы сделать заключение о знакоперемен-
ности функции Q, проведем исследование кор-
ней уравнения 
 4 2

2 12 2ск ск5 3 1 0.g g vv      (13) 

Введем замену переменных ск
2
2 .z v  Тогда 

уравнение (13) примет вид 

 2
2 15 3 1 0.g z g z     (14) 

Найдем дискриминант уравнения (14) 

 2
219 2 .0D g g    (15) 

Если дискриминант D > 0, то уравнение (14) 
будет иметь два действительных корня, а функ-
ция Q станет знакопеременной. Если D = 0, то 
уравнение (14) будет иметь один действитель-
ный корень, а функция Q станет знакопостоян-
ной. Если D < 0, то уравнение (14) не будет 
иметь действительных корней, а функция Q 
станет знакопостоянной. 

Из выражения (15) с учетом формул (8) и (9) 
следует 

  2
21 22 0.D v v     (16) 

Следовательно, функция Q знакопеременна, 
что указывает на возникновение автоколебаний 
для поступательного перемещения центра ко-
леса в тяговом и ведомом режимах качения при 
его полном скольжении. 

Проведем исследование режима возникно-
вения автоколебаний по критерию (2) для по-
ступательного перемещения центра колеса: 
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Таким образом, в тяговом и ведомом режи-
мах имеем мягкий режим возникновения авто-
колебаний для поступательного перемещения 
центра колеса. В этом случае условия появле-
ния мягкого возбуждения автоколебаний воз-
никают в процессе движения автомобиля, когда 
скорость скольжения колес попадает в область, 
характеризуемую увеличением силы трения 
при уменьшении скорости скольжения, т. е. ко-
гда 21 2 22v v v   (см. рис. 3). В дальнейшем при 
снижении скорости автомобиля автоколебания 
пропадают. 

Для вращательного движения колеса 
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Далее выкладки (13)–(16) и вывод о возник-
новении автоколебаний для вращательного 
движения колеса в тяговом и ведомом режимах 
качения колеса при его полном скольжении 
полностью соответствуют предыдущему слу-
чаю. 

Проведем исследование режима возникно-
вения автоколебаний по критерию (2) для вра-
щательного движения колеса: 
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что свидетельствует о мягком режиме возник-
новения автоколебаний. 

 
Тормозной режим качения колеса. Для рас-
четной схемы, приведенной на рис. 1, рассмот-
рим тормозной режим качения колеса. 

Частичное скольжение колеса (без блокиров-
ки). На основании теорем о сохранении коли-
чества движения и момента количества движе-
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ния запишем следующие дифференциальные 
уравнения: 
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Сила трения F определяется по формуле (3), 
коэффициент сцепления ( )s  — по выражению 
(6), скольжение s — по формуле (5). 

Рассмотрим возможность возникновения 
автоколебаний в рассматриваемом режиме 
качения колеса с помощью критерия Бендик-
сона. 

Для поступательного перемещения первого 
тела (см. рис. 1) снова получаем выражение (11) 
для функции Q, что также означает возмож-
ность возникновения автоколебаний поступа-
тельного перемещения первого тела. 

Для поступательного перемещения второго 
тела 
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Для вращательного движения колеса 
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В последних двух случаях функция Q зна-
копостоянна и в ноль тождественно не обра-
щается. Следовательно, можно сделать вывод, 
что в тормозном режиме качения колеса при 
его частичном скольжении в зоне взаимодей-
ствия автоколебательные процессы возник-
нуть не могут. 

Полное скольжение колеса (заблокировано). 
На основании теорем о сохранении количества 
движения и момента количества движения 
запишем следующие дифференциальные урав-
нения: 
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Для системы уравнений (10) силу трения F 
будем определять по формулам (7)–(9). Тогда 
снова приходим к системе уравнений (12) с вы-
водом о том, что функция Q знакопеременна, 
что указывает на возникновение автоколебаний 
для поступательного перемещения второго тела 
(см. рис. 1) в зоне взаимодействия в тормозном 
режиме качения колеса при его блокировке. 

Проведем исследование режима возникно-
вения автоколебаний по критерию (2) для по-
ступательного перемещения второго тела: 

 

2
1 2ск
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1 6 60
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16
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Таким образом, в тормозном режиме имеем 
жесткий режим возникновения автоколебаний 
в зоне взаимодействия. В этом случае условия 
возникновения жесткого возбуждения автоко-
лебаний появляются в процессе торможения 
автомобиля, когда скорость скольжения забло-
кированных колес попадает в область, характе-
ризуемую уменьшением силы трения при сни-
жении скорости скольжения, т. е. когда 

2 210 v v   (см. рис. 3). 
 

Диагностический признак выявления авто-
колебательного режима в зоне взаимодей-
ствия. Основной причиной возникновения ав-
токолебаний в зоне взаимодействия является 
постоянное изменение знака скольжения s 
(формулы (4) и (5)), т. е. изменение режима ка-
чения колеса. Смена знака приводит к измене-
нию направления приложения реакции в зоне 
взаимодействия в горизонтальной плоскости, 
т. е. к изменению угла скольжения  (рис. 4). 

Оценку угла скольжения можно провести по 
формуле 

  
 

    2 2

μarccos ,
μ μ

sx

sx sy
  (17) 

где μsx  и μsy  — коэффициенты трения частич-
ного скольжения в направлении осей Хt и Yt. 
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Коэффициенты трения частичного скольже-
ния в направлении осей Хt и Yt можно оценить 
как 

  
μ ;

μ ,

xx
sx

z z

y y
sy

z z

jR
R j g
R j
R j g

 


 


  (18) 

где , xR  zR  и yR  — соответственно продольная, 
вертикальная и поперечная реакция в зоне вза-
имодействия; , xj  zj  и yj  — соответственно 
продольная, вертикальная и поперечная со-
ставляющая линейного ускорения центра коле-
са; g  — ускорение свободного падения. 

Таким образом, выражения (17) и (18) мож-
но считать вычислительной процедурой для 
оценки угла скольжения . 

 
Проверка реализуемости и оценка практиче-
ской ценности метода выявления автоколе-
бательного режима в зоне взаимодействия 

методами имитационного моделирования. 
Для исследования процесса зарождения и раз-
вития автоколебаний в зоне взаимодействия 
проведены теоретические исследования дви-
жения автомобиля полной массой 2400 кг с 
помощью имитационного математического 
моделирования. 

Особенности математической модели дви-
жения автомобиля изложены в работах [17–22]. 
Под термином «опорное основание» понимают 
твердую неровную недеформируемую опорную 
поверхность, которую можно охарактеризовать 
как асфальтобетонное шоссе. Смоделированы 
три режима движения автомобиля, параметры 
которых приведены в таблице. 

В первом и втором режимах движения (см. 
таблицу) рассмотрим процесс возникновения 
автоколебаний в зоне взаимодействия совмест-
но с диагностическим признаком vD  [23], поз-
воляющим распознавать появление заноса зад-
ней оси или сноса передней оси. Параметр 

1 2v C CD  v v  представляет собой модуль 
разности оценок векторов линейных скоростей 
центра масс автомобиля, полученных с исполь-
зованием линейной скорости центра передней 
оси (вектор 1Cv ) и линейной скорости центра 
задней оси (вектор 2Cv ). 

При 1 2 0Cv CD   v v  диагностируют за-
нос передней оси, при 1 2 0Cv CD  v v  — 
занос задней оси. 

 
Вход в поворот с заносом задней оси. Траек-
тория движения автомобиля в повороте с за-
носом задней оси изображена на рис. 5. Для 
колеса, катящегося в ведомом режиме зависи-
мость угла скольжения  от времени приведе-
на на рис. 6, а, для колеса, катящегося в веду-
щем режиме, — на рис. 6, б. Зависимость диа-
гностического признака vD  от времени 
показана на рис. 7. 

 
Рис. 4. Схема эллипса трения в зоне взаимодействия: 
 — угол между вектором скорости скольжения центра 

 колеса и осью Хt (угол скольжения);  
maxμsx  и maxμsy  — коэффициенты трения полного  

скольжения в направлении осей Хt и Yt 
 

Параметры режимов движения автомобиля 

Номер 
режима Характер движения Режим качения 

колеса 
Сцепные свойства  

опорного основания 
Начальная скорость 

движения, км/ч 

1 Вход в поворот с заносом задней 
оси 

Тяговый, ведо-
мый 

Сухой асфальт, 
max maxμ μ 0,8sx sx   

35 

2 Вход в поворот со сносом перед-
ней оси 

То же То же 35 

3 Торможение в повороте Тормозной » 110 
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Анализ рис. 5–7 показывает, что для колеса, 
катящегося в ведомом режиме, в процессе за-
носа задней оси (см. рис. 7, 0vD  ) угол сколь-
жения  = 180°, для колеса, катящегося в веду-
щем режиме, он меняется от 0 до 180°. При 
этом автоколебательный процесс наблюдается 
как перед началом процесса заноса, так и после 
его завершения. 

Особенно ценной является начальная ста-
дия, так как автоколебания возникают раньше, 
чем диагностический признак vD  распознает 
занос задней оси. Это дает системе динамиче-
ской стабилизации дополнительный запас вре-
мени на превентивное реагирование и недопу-
щение развития опасного процесса. Таким об-
разом, выражения (16) и (17) являются 
качественным диагностическим признаком 
распознавания заноса задней оси автомобиля. 

 
Рис. 5. Траектория движения автомобиля  

в повороте с заносом задней оси 
 
 

 

 
Рис. 6. Зависимости угла скольжения  от времени t при движении автомобиля в повороте  

с заносом задней оси для колеса, катящегося в ведомом (а) и ведущем (б) режимах 

 
Рис. 7. Зависимость диагностического признака vD  от времени t при движении автомобиля  

в повороте с заносом задней оси (1 — зарождение процесса заноса) 
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Вход в поворот со сносом передней оси. Тра-
ектория движения автомобиля в повороте со 
сносом передней оси изображена на рис. 8. Для 
колеса, катящегося в ведомом режиме, зависи-
мость угла скольжения  от времени приведена 
на рис. 9, а, для колеса, катящегося в ведущем 
режиме, — на рис. 9, б. Зависимость диагности-
ческого признака vD  от времени показана на 
рис. 10. 

Анализ рис. 8–10 показывает, что в процессе 
сноса передней оси (см. рис. 10, 0vD  ) для ко-
лес, катящихся как в ведомом, так и ведущем 
режиме, периодически возникают автоколеба-
ния угла скольжения , но какой-либо допол-
нительной ценной диагностической информа-
ции эти процессы в себе не несут. 

 
Рис. 8. Траектория движения автомобиля  

в повороте со сносом передней оси 

 

 
Рис. 9. Зависимость угла скольжения α от времени t при движении автомобиля в повороте  

со сносом передней оси для колеса, катящегося в ведомом (а) и ведущем (б) режимах 

 
Рис. 10. Зависимость диагностического признака vD  от времени при движении автомобиля  

в повороте со сносом передней оси 
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Торможение в повороте. Зависимость угловой 
скорости вращения колеса от времени показана 
на рис. 11, а, а временная зависимость угла 
скольжения  того же колеса, катящегося в 
тормозном режиме, — на рис. 11, б. 

Как видно из рис. 11, а и б, автоколебатель-
ный процесс возникает при блокировке колеса 
(t = 11,75 с) в случае уменьшения скорости его 
скольжения. Однако эта информация не пред-
ставляет никакой диагностической ценности. 

Выводы 
1. Рассмотрены условия возникновения ав-

токолебательных процессов в зоне взаимодей-
ствия эластичной шины с твердым опорным 
основанием при трех режимах качения коле-
са — тяговом, ведомом и тормозном. Методами 
аналитических исследований установлено сле-
дующее: 

• в тяговом, ведомом и тормозном режимах 
качения колеса при его частичном скольжении 

в зоне взаимодействия автоколебательные про-
цессы возникнуть не могут; 

• в тяговом и ведомом режимах наблюдается 
мягкий режим возникновения автоколебаний в 
зоне взаимодействия, когда скорость скольже-
ния колес попадает в область, где с ее уменьше-
нием увеличивается сила трения; 

• в тормозном режиме имеет место жесткий 
режим возникновения автоколебаний в зоне 
взаимодействия, когда скорость скольжения 
заблокированных колес попадает в область, где 
с ее уменьшением сила трения снижается. 

2. Появление автоколебательного режима в 
зоне взаимодействия является полезным диа-
гностическим признаком, обеспечивающим 
распознавание развития процесса потери сцеп-
ления колеса с опорным основанием при заносе 
задней оси на ранних стадиях. 

3. В качестве количественного выражения 
диагностического признака предложен угол 
скольжения, который подлежит оценке в про-
цессе движения. 
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Рис. 11. Зависимости исследуемых параметров от времени t: 
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