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Приведено решение задачи о больших осесимметричных деформациях торовых обо-
лочек вращения из неогуковского материала, нагруженных крутящими моментами, 
осевыми и центробежными силами. Задача поставлена в связи с расчетом резиновых 
элементов соединительных муфт. Расчеты выполнены по безмоментной теории обо-
лочек путем решения нелинейной одномерной краевой задачи методом стрельбы, а 
также в трехмерной постановке методом конечных элементов. Приведены результаты 
расчета для выпуклых и вогнутых эластомерных торовых оболочек. Проведено срав-
нение их нагрузочных характеристик при свободном и стесненном кручении. Иссле-
дована зависимость осевых реакций в опорах от крутящих моментов и центробежных 
сил. 
Ключевые слова: оболочка вращения, стесненное кручение, большие деформации, 
гиперупругий материал, потенциал Трелоара, упругий элемент муфты 

The article considers solving the problem of large axisymmetric deformations of elastomeric 
torus shells of revolution, loaded with jointly acting torques, axial and centrifugal forces. 
The task is posed due to the calculation of rubber elements of couplings. The calculations 
are performed according to the momentless shell theory by solving a nonlinear one-
dimensional boundary value problem using the shooting method, as well as in a three-
dimensional formulation using the finite element method. The calculation results are pre-
sented both for convex and concave torus shells. The load characteristics are compared for 
free and constrained torsion. The dependence of axial reactions in supports on torque and 
centrifugal forces has been investigated. 
Keywords: shell of revolution, constrained torsion, large strain, hyperelastic material, Tre-
loar potential, elastic coupling element 
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Задача расчета больших осесимметричных де-
формаций упругого тела вращения при круче-
нии имеет важное научное и практическое зна-
чение. На протяжении длительного периода 
времени, начиная с пионерских работ Р.С. Рив-
лина [1, 2], внимание исследователей привлека-
ет задача кручения сплошного цилиндра из ги-
перупругого (резиноподобного) материала [3–
7], так как ее решение можно использовать для 
идентификации параметров упругого потенци-
ала материала [8]. 

Кручение оболочек вращения при больших 
деформациях является менее изученной зада-
чей, представляющей интерес для анализа ра-
ботоспособности резиновых упругих элемен-
тов, в частности торовых муфт. Расчетам таких 
муфт посвящены фундаментальные работы [9, 
10], но задача о больших деформациях в них 
не рассмотрена. 

В статье [11] подробно исследовано свобод-
ное кручение торовых оболочек из высокоэла-
стичного материала с применением различных 
упругих потенциалов: Муни — Ривлина, Огде-
на, Бартенева — Хазановича. При свободном 
кручении не учитываются условия закрепле-
ния торцов оболочки, поэтому ее расчетная 
нагрузочная характеристика оказывается мяг-
че реальной. 

Рассмотрим задачу стесненного кручения 
эластомерной торовой оболочки (резиновой 
муфты), в формулировке которой учтены  
геометрические тангенциальные граничные 
условия, что позволяет повысить точность рас-
четов. В результате решения этой задачи опре-
деляются осевые силы в оболочке, сопровож-
дающие кручение. Анализ осевых сил в резино-
вых элементах муфт представляет особый 
интерес, так как они передаются на подшипни-
ки валов и наряду с другими факторами опре-
деляют их нагруженность. 

Цель статьи — разработка метода расчета 
торового резинового элемента муфты при стес-
ненном кручении и действии центробежных 
сил в условиях больших деформаций. 

 
Постановка задачи кручения оболочки. Ради-
ус-векторы произвольной точки срединной по-
верхности оболочки до и после деформации 
имеют вид 

       ( , ) ( )cos ( )sin ( ) ;s r s r s z sR i j k  

     ( , ) ( )cos( )s r sR i  

     ( )sin( ) ( ) ,r s z sj k  

где s, φ, r и z — меридиональная (длина дуги), 
окружная (угол), радиальная и осевая коорди-
наты точки на недеформированной поверхно-
сти; здесь и далее знаком «+» помечены коор-
динаты точки на деформированной поверхно-
сти; ,i  ,j  k  — орты декартовой системы 
координат;   — функция углов закручивания, 
  ( ).s  

Через основные искомые функции   , ,r z  
выразим компоненты базисных векторов де-
формированной срединной поверхности 

  

 
   

 
  

          
      

 

1 cos sin

sin cos ,

dr dr
s ds ds

dr d dzr
ds ds ds

Rt i

j k
 

   
 

       
2 sin cos ,r

r r
Rt i j        

и ее меры деформации Коши — Грина [12] 
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  (1) 

Рассмотрим безмоментное состояние обо-
лочки, в котором деформации равномерно рас-
пределены по толщине, поэтому для слоев, эк-
видистантных срединной поверхности, также 
справедливы формулы (1). Поперечные сдвиги 
отсутствуют, т. е.  13 31 0,C C   23 32 0.C C  
Мера деформации в направлении нормали к 
срединной поверхности определяется из усло-
вия несжимаемости материала 

     1
33 11 22 12 21 .C C C C C  

Из записанного в недеформированной кон-
фигурации уравнения принципа виртуальных 
работ 

  
 



      
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0
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2
L

LL
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M P z

 

вытекают следующие дифференциальные урав-
нения равновесия оболочки: 
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• в осевом направлении 

      11( ) 0;hrS z   (2) 

• в радиальном направлении 

                
2

11 22 12 11( ) 2 ;thrS r h S S r S r   (3) 

• в окружном направлении 

        
2

12 11( ) 0h r S S r ,  (4) 

где L — длина дуги меридиана по срединной 
поверхности; 11,S  12 ,S  22S  — компоненты вто-
рого тензора напряжений Пиолы — Кирхгофа; 
h — толщина оболочки; M  и P  — крутящий 
момент и осевая сила, действующие на оболоч-
ку; t  — кратность удлинения в окружном 
направлении,   / ;t r r    — крутка,    ;  
штрихи над функциями обозначают дифферен-
цирование по дуге s недеформированного ме-
ридиана; символ δ обозначает вариацию следу-
ющей за ним переменной. 

На рис. 1 показаны напряжения 11,S  12 ,S  
21,S  22S  и соответствующие им элементарные 

силы в сечениях оболочки. 
Уравнения (2)–(4) дополняются геометриче-

скими граничными условиями 
• при  0s  

    1r r ,     0z ,     0;  

• при s L  
    2r r ,    z b ,      ,  (5) 

где 1 2, ,r r b  — известные фиксированные раз-
меры оболочки;   — заданный угол ее закру-
чивания. 

Если угол закручивания оболочки   заранее 
неизвестен, но задан крутящий момент, то со-

ответствующее геометрическое условие заменя-
ется естественным граничным условием 
  s L ,     2

12 112 ( ) .h r S S r M   (6) 

При свободном сближении торцов оболочки 
и заданной осевой силе P  вместо условия 
 z b  формулируется естественное граничное 

условие 
   ,s L      112 ( ) .hr S z P  

Закон связи напряжений и деформаций для 
гиперупругого материала устанавливается на 
основе вида функции удельной энергии дефор-
мации (упругого потенциала). Согласно дан-
ным работы [13], для резины при деформации, 
не превышающей 50 %, высокую точность 
обеспечивает двухпараметрический потенциал 
Муни — Ривлина. Однако часто оказывается 
достаточным однопараметрический потенциал 
Трелоара, который можно вывести теоретиче-
ским путем из статистической теории упруго-
сти резины [14]. 

Предполагаем, что упругое деформирование 
материала описывается потенциалом Тре-
лоара [14] 
      11 22 330,5 3W G C C C ,  (7) 

где G  — модуль сдвига материала при малых 
деформациях. 

Из выражения (7) в случае плоского напря-
женного состояния следуют соотношения упру-
гости 
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  (8) 

Подставляя меры деформации (1) в соотно-
шения (8), получаем формулировку закона 
упругости для задачи стесненного кручения 
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   

  
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s t

s st t
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  (9) 

где s  — кратность удлинения в меридиональ-
ном направлении при отсутствии закручива-
ния,  

        2 2 .s r z  
 

Рис. 1. Схема действия внутренних сил  
в элементе оболочки 
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Уравнения равновесия (2)–(4) и соотноше-
ния упругости (9) образуют полную систему 
уравнений относительно условных напряжений 

11 12 22, , ,S S S  координат деформированного ме-
ридиана  ,r  z  и угла закручивания  . Вспо-
могательные переменные ,   ,s   t  извест-
ным образом выражаются через основные ис-
комые функции. 

 
Решение задачи кручения оболочки. Рассмот-
рим расчет оболочки при заданном значении 
крутящего момента. Считаем, что расстояние 
между торцами оболочки b  при кручении не 
меняется, неизвестная осевая реакция P  явля-
ется искомой величиной. 

Из уравнения равновесия моментов (4), гра-
ничного условия (6) и соотношений упруго-
сти (9) для напряжений 12 11,S S  получаем связь 
момента и крутки 

   
2 3 .

2 t

M
Ghr

  (10) 

Для записи разрешающей системы уравне-
ний в канонической форме вводим новые ис-
комые переменные  

    11 ( ) ;N hS r    11 ( ) ,F hS z   (11) 

которые по аналогии с линейной теорией обо-
лочек можно называть интенсивностями ради-
альных (распорных) и осевых сил соответ-
ственно. 

С новыми переменными система дифферен-
циальных уравнений принимает вид 

 
 

 

  

           

11 11
2 42

( ) ; ( ) ;

( ) ( ) 1 ; ,t s t

N Fr z
hS hS

r N Gh r
 (12) 

где функция крутки определяется по форму-
ле (10). 

Систему (12), замыкаемую уравнением для 
определения напряжения 11S , получаем следу-
ющим образом. Используя связи (11), находим 

            22 22 2 2
11( ) ( ) .s r z N F hS  (13) 

Подставляя 2
s  по формуле (13) в соотноше-

ние упругости (9) для напряжения 11S , прихо-
дим к нелинейному алгебраическому урав-
нению 

           24 12 2 2
11 11 1 0.thS N F G S  (14) 

Чтобы представить уравнение (14) в мас-
штабированном виде, выполняем замену пере-
менной 

      2 2
11 .thS N F  

Тогда уравнение относительно безразмер-
ной переменной   приобретает простой вид 

     4 1 0,t   (15) 

где t — переменный вдоль меридиана параметр, 

       2 2 .tt N F Gh  

Функция   может принимать как положи-
тельные значения при растяжении вдоль ме-
ридиана ( 11S  > 0), так и отрицательные при 
сжатии ( 11S  < 0). Через эту функцию выража-
ется не только напряжение 11,S  но и кратность 
удлинения  
    21 .s t  

При численном интегрировании системы 
уравнений (12) в каждом обращении к вычис-
лению производных искомых функций прихо-
дится решать нелинейное уравнение (15). Для 
предварительного анализа интервалов возмож-
ного нахождения корней удобно использовать 
графический метод. 

Графическое решение уравнения (15) — 
определение двух его вещественных корней 1,  
2  как точек пересечения графиков функций 

 4
1y  и   2 1y t  — проиллюстрировано на 

рис. 2. Очевидно, что отрицательные корни 
удовлетворяют неравенству  1, а положи-
тельные —   0 1.  При итерационном методе 
нахождения корней в качестве начальных при-
ближений, как правило, могут быть приняты 
значения   0 1  и  0 1 . 

 
Рис. 2. Графическое решение уравнения (15) 
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Решение сформулированной краевой задачи 
для системы дифференциальных уравне-
ний (12) сводится к поиску начальных парамет-
ров 0 0| ,sN N  0 0| ,sF F  обеспечивающих 
выполнение двух первых граничных усло-
вий (5). Этот поиск эффективно реализуется 
методом стрельбы [15]. 

После решения краевой задачи осуществля-
ем переход от напряжений Пиолы — Кирхгофа 
к истинным напряжениям Коши i j  по фор-
мулам 

   s t     12 12 11 ;S S r      2
11 11;s S   

          
22

22 22 12 112 .t S S r S r  

Задача о свободном кручении оболочки ре-
шается несколько проще. При свободном кру-
чении отсутствует осевая сила ( 0),P  поэтому 

11 0S  и   0.F N  Из соотношения упругости 
для напряжения 11S  следует связь кратностей 
удлинения 
    1 .s t  

Уравнение равновесия в радиальном направле-
нии (3) приобретает вид 

  
 

     

2
4

2 0.
2tt

M
Ghr

  (16) 

Решением уравнения (16) для произвольной 
параллели оболочки с координатой s определя-
ем кратность удлинения  t  и новый радиус 
   .tr r  Затем интегрированием крутки (10) 

вычисляем функцию углов поворота 

   
  2 3

0

1( )
2

s

t

Ms ds
G hr

. 

 
Результаты расчета торовых оболочек (упру-
гих элементов муфт). Рассмотрим выпуклые  
и вогнутые полуторовые оболочки, схемы ко-
торых с определяющими размерами показаны 
на рис. 3. В качестве примера приведены  
результаты расчета для оболочек с параметрами 

max / 4,R R  / 0,2,h R  где для выпуклого  
упругого элемента  max ,R a R  для вогнутого 

max .R a  
Графические зависимости крутящего мо-

мента m от угла закручивания оболочки при 
стесненном и свободном кручении показаны на 
рис. 4, зависимости осевой силы от крутящего 
момента при стесненном кручении — на рис. 5. 

 
Рис. 3. Схемы выпуклой (а) и вогнутой (б)  

полуторовых оболочек с определяющими размерами 

  

 
Рис. 4. Зависимости крутящего момента m от угла  
закручивания L( )  выпуклой (а) и вогнутой (б)  

полуторовых оболочек при стесненном (1)  
и свободном (2) кручении, полученные разными  

методами расчета: 
 — по безмоментной теории оболочек;  

 — в трехмерной постановке МКЭ 
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Силовые факторы на графиках указаны в мас-
штабированном безразмерном виде: 
     2

max2 ,m M hR G       max2 .p P hR G  

Для контроля достоверности результатов, 
полученных интегрированием уравнений (12), 
выполнен расчет оболочек методом конечных 
элементов (МКЭ) в среде ANSYS. Решение МКЭ 
получено с помощью плоских элементов 
PLANE182, которые могут быть настроены для 
расчета осесимметричной деформации тел 
вращения при кручении. 

Как и ожидалось, при стесненном кручении 
нагрузочная характеристика (см. рис. 4) более 
жесткая, чем при свободном. Однако различие в 
жесткости становится заметным лишь при 
больших углах закручивания: L ( ) 0,3 рад.  
При одинаковом определяющем размере maxR  
крутильная жесткость выпуклой муфты выше, 
чем у вогнутой. В случае стесненного кручения 
нагрузочная характеристика муфты практически 
линейна даже при больших деформациях сдвига. 

При стесненном кручении в выпуклой обо-
лочке возникает осевая сила сжатия, а в вогну-
той — сила растяжения (см. рис. 5), причем при 
одинаковых крутящих моментах осевая сила по 
абсолютному значению больше у вогнутой обо-
лочки. 

 
Влияние центробежной нагрузки на напря-
женное состояние оболочки. В линейной по-
становке эта задача решена в работе [16]. Вы-
полним нелинейный анализ. Для вывода урав-
нений квазистатического равновесия оболочки 
составим выражение виртуальной работы цен-

тробежной нагрузки  .extW  Для малого эле-
мента оболочки массой d  имеем 
         2 ,ext rd W d r i R  

где   — угловая скорость вращения муфты, 

ri  — единичный вектор радиального направ-

ления деформированной оболочки; R  — 
возможное перемещение центра тяжести эле-
мента. 

Материал муфты — несжимаемый. Объем и 
плотность материала 0ρ  не изменяются при 
деформации, поэтому   0ρ φ .d hr d ds  Проек-
ция возможного перемещения на радиальное 
направление 
       .r ri R  

С учетом этих замечаний и осевой симмет-
рии задачи можно записать выражение вирту-
альной работы 

        2
0

0

2
L

extW hr r r ds . 

Добавив эту работу в уравнение принципа 
возможных перемещений, получим вместо вы-
ражения (3) новое уравнение равновесия в ра-
диальном направлении 

  
 

    
         

11

2 2 2
22 12 11 0

( )

2 .t t

hr S r

h S S r S r h r
 

Это уравнение с помощью соотношений 
упругости (9) приведем к виду 
              

2 42 2 2
0( ) ( ) 1 .t s ttr N Gh r h r  

Остальные уравнения задачи сохраняют си-
лу. Процедура решения краевой задачи мето-
дом стрельбы также остается прежней. 

Чтобы оценить возможное влияние центро-
бежной нагрузки на напряженное состояние 
оболочки, сопоставим нагрузочные слагаемые 
правой части уравнения равновесия  2 2

0 r  и 
 2( ) .G r  На радиусе maxR  имеем 

   
 

    



2 2
0 max 0 max

2 2
max

~ .
R R

GmG R
 

Таким образом, это влияние может быть 
значимым, если центробежная нагрузка 
   2

0 max( ) /q R G  соизмерима с 2 .m  
Расчетные зависимости осевой силы p от 

центробежной нагрузки q при различных зна-
чениях крутящего момента приведены на 
рис. 6. 

 
Рис. 5. Зависимости осевой силы р от крутящего  

момента m для выпуклой (1) и вогнутой (2)  
полуторовых оболочек, полученные разными  

методами расчета: 
 — по безмоментной теории оболочек;  

 — в трехмерной постановке МКЭ 
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Из графиков видно, что с ростом центро-
бежной нагрузки осевые силы в муфте снижа-
ются по абсолютной величине, причем это от-
носится как к выпуклой, так и к вогнутой обо-
лочкам. Этот эффект объясняется тем, что от 
действия крутящего момента и центробежной 
нагрузки в муфте возникают осевые силы раз-
личной направленности. 

В целом можно утверждать, что результаты 
расчетов по безмоментной теории оболочек  

и в трехмерной постановке МКЭ хорошо согла-
суются. 

Следует отметить, что важный вопрос об 
устойчивости упругого элемента муфты при 
кручении рассмотрен в работах [10, 17]. 

Выводы 
1. Приведено решение нелинейной задачи 

стесненного кручения оболочек вращения из 
резиноподобного материала (соединительных 
муфт) при больших деформациях, построенное 
на допущениях безмоментной теории. Приме-
нение нелинейной теории позволило опреде-
лить осевые силы, возникающие в оболочке 
при кручении. 

2. Для выпуклой и вогнутой полуторовых 
оболочек (упругих элементов муфт) получены 
зависимости угла закручивания и осевой силы 
от крутящего момента. Приведено сравнение 
нагрузочных характеристик оболочек при стес-
ненном и свободном кручении. 

3. Исследовано влияние центробежной 
нагрузки, действующей на вращающуюся обо-
лочку (муфту), на осевые силы, что важно для 
оценки нагруженности опор валов, соединяе-
мых муфтой. 
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