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Исследованы малые колебания пространственного винтового стержня, входящего в 
состав продольно-крутильного преобразователя ультразвукового медицинского ин-
струмента. Разработан алгоритм определения собственных частот и форм колебаний 
системы методом начальных параметров. На базе этого алгоритма в математическом 
пакете MATLAB выполнен расчет реального упругого элемента продольно-крутиль-
ного преобразователя. Полученные собственные частоты позволяют обеспечить ра-
боту ультразвукового медицинского инструмента в резонансном режиме. 

Ключевые слова: пространственный винтовой стержень, продольно-крутильный 
преобразователь, модальный анализ, метод начальных параметров, собственная  
частота 

The article considers small vibrations of a spatial helical rod included in the longitudinal-
torsional transducer of an ultrasonic medical instrument. An algorithm for determining the 
natural frequencies and waveforms of system vibrations by the method of initial parameters 
is developed. On the basis of this algorithm the real elastic element of the longitudinal-
torsional transducer is calculated using the mathematical package MATLAB. The obtained 
natural frequencies allow ensuring the operation of the ultrasound medical instrument in 
the resonant mode. 

Keywords: spatial helical rod, longitudinal-torsional transducer, modal analysis, initial pa-
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Для большинства ультразвуковых инструмен-
тов рабочая частота ультразвуковых колебаний 
близка к 30 кГц. Исследуем малые колебания 
пространственного винтового стержня, входя-
щего в состав продольно-крутильного преобра-

зователя ультразвукового медицинского ин-
струмента. 

Цель работы — разработка математической 
модели для расчета реального упругого элемен-
та продольно-крутильного преобразователя. 
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Исследуем продольно-крутильный преобра-
зователь спирального типа (рис. 1, а) [1–4].  
Если на входную платформу такого преобразо-
вателя подать продольное смещение  ,z  то вы-
ходная платформа, упираясь в жесткую по-
верхность, будет поворачиваться на угол z  
(рис. 1, б) [5]. 

Рассмотрим геометрическую схему винтовой 
линии стержня, показанную на рис. 2, где H — 
высота стержня; 0R  — радиус окружности; 
0  — угол закручивания; d — диаметр сечения 
стержня. 

Угол подъема винтовой линии 0  является 
постоянной величиной, поэтому развертка 
винтовой линии на плоскости будет представ-
лять собой прямую линию (рис. 3). Отсюда 
можно получить формулы, связывающие угол 
подъема винтовой линии 0 ,  длину стерж-
ня ,L  высоту стержня H, радиус окружно-
сти 0R  и угол закручивания 0 :  
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Рис. 2. Геометрическая схема винтовой линии 

стержня 
 

Рис. 3. Схема для расчета винтовой линии 

                  
Рис. 1. Структура (а) и принцип действия (б) продольно-крутильного преобразователя: 

1 — входная платформа, совершающая линейное смещение; 2 — винтовые стержни; 3 — выходная платформа,  
выполняющая поворотное смещение; Mx, My — изгибающие моменты; Mz — крутящий момент 
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Кривизна 30κ  и кручение 10κ  осевой линии 
стержня являются постоянными величинами и 
определяются выражениями [6] 
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Малые свободные колебания пространст-
венного стержня в безразмерном виде имеют 
вид [7] 
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где 1n  — безразмерная погонная масса стержня; 
u  — вектор перемещений в естественной си-
стеме координат; Q  — вектор внутренних сил 
в сечении; QA  — матрица внутренних сил в 
состоянии равновесия; 1A  — обратная матри-
ца жесткостей стержня; M  — вектор внут-
ренних моментов в сечении; A  — матрица 
кривизн в состоянии равновесия; J  — матрица 
моментов инерции сечения;   — вектор углов 
поворота в естественной системе координат; 

MA  — матрица внутренних моментов в состо-
янии равновесия; 1A  — вспомогательная еди-
ничная матрица; A  — матрица жесткостей 
стержня; K  — матрица приращений кривизн; 

33A  — крутильная жесткость стержня; 0m  — 
масса единицы длины стержня; s  — осевая  
координата сечения; 0p  — коэффициент обез-
размеривания времени; t  — время; iiA  — раз-
мерные жесткости стержня; i — номер есте-
ственной оси координат; Q  — размерные 
внутренние силы в сечении стержня; ijJ  — 
моменты инерции сечения; j — номер есте-
ственной оси координат; 0F  — площадь попе-
речного сечения; знаком «тильда» обозначены 
безразмерные величины (далее знак «тильда» 
опушен). 

Ищем решение системы уравнений (1) в виде 
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где  0Q  — массив приращений внутренних сил 
в сечении стержня;   — безразмерная соб-
ственная частота стержня;  0M  — массив при-
ращений внутренних моментов; 0  — вектор 
начальных углов поворота сечения; 0u  — век-
тор начальных перемещений сечения. 

Получаем систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений [8–10] 
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Систему уравнений (2) можно представить  
в виде одного векторно-матричного уравне-
ния [11] 
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где E  — модуль упругости стержня. 
Общее решение уравнения (3) имеет вид 

     0  ,  Z K C  

где ( )K  — фундаментальная матрица реше-
ний; (0) .EK  

Для получения матрицы ( )K  проинтегри-
руем однородное уравнение (3) двенадцать раз 
со следующими начальными условиями [12]: 
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На основании жесткого защемления стерж-
ня на концах имеем 
         1 2 3 1 2 3 0;u u u  

где   1 2 3, ,  и 1 2 3, ,u u u  — компоненты векто-
ров   и u  соответственно. 

Это означает, что шесть компонентов векто-
ра С будут равны нулю, так как шесть компо-
нентов вектора 0Z  равны нулю: 

    7 8 12 0.c c c  

Отсюда 
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     (4) 

где ( )1ijk  — элементы фундаментальной матри-
цы при  1;  jc  — j-й компонент вектора С. 

Значения  ,j  при которых определитель си-
стемы (4) равен нулю, являются собственными 
частотами стержня. 

После определения собственных частот 
стержня i  находим из уравнения (3) собствен-
ные векторные функции ( )

0 ,jZ  удовлетворя-
ющие краевым условиям задачи [13]: 
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Из системы линейных уравнений (4) для 
каждого значения собственной частоты  ,j  взяв 
последние пять уравнений, находим значения 

( ) ( ) ( )
2 3 6, , , j j jc c c  в зависимости от ( )

1 .jc  Так как 
собственные формы для динамических задач 
определяются с точностью до константы, пара-
метр ( )

1
jc  можно положить равным единице [14]. 

Выполнив интегрирование уравнения (5) с 
полученным начальным вектором ,jC  полу-
чим соответствующую j-ю собственную форму 
колебаний. 

В качестве примера приведем результаты 
модального анализа винтового стержня со сле-
дующими исходными данными: высота стерж-
ня  36 мм;H  радиус окружности 0 18  мм;R   
угол закручивания   0 /2;  диаметр сечения 
 4 мм;d  модуль упругости   52 10  МПа;E  

коэффициент Пуассона 0,3;   плотность ма-
териала  3ρ 7850 кг/м .  

В ходе решения задачи в математичес- 
ком пакете MATLAB получены собственные 
частоты стержня:  1  21,5272;   2  57,7902;  
 3   94,8396.  

Собственные частоты стержня i  являются 
безразмерными величинами. Чтобы перевести 
безразмерные значения частот в герцы, их сле-
дует домножить на коэффициент обезразмери-
вания 0p  и разделить на 2  [15]: 

     

0

1 1 8253,0265 Гц;
2
p  

     

0

2 2 22 155,4039 Гц;
2
p  

     

0

3 3 36 359,2650 Гц.
2
p  

Вывод 
Для большинства ультразвуковых инстру-

ментов рабочая частота ультразвуковых колеба-
ний близка к 30 кГц. Полученные собственные 
частоты колебаний находятся вблизи рабочего 
диапазона. Путем изменения геометрических 
характеристик винтового стержня, а также ме-
ханических свойств материала можно добиться 
таких условий его работы, при которых будет 
реализован резонансный режим. 
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