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Уменьшение кинематической погрешности при проектировании высокоточного при-
вода с волновой зубчатой передачей (ВЗП) является актуальной задачей. В настоящее 
время проведено большое количество исследований по определению этого параметра, 
однако влияние частоты вращения генератора волн на кинематическую погрешность 
ВЗП рассмотрено недостаточно. Предложена математическая модель определения ча-
стотной характеристики динамико-кинематической погрешности ВЗП, учитывающая 
упругое взаимодействие ее элементов и погрешность установки кулачка. Приведены 
результаты расчетного определения частотной характеристики ВЗП с кулачковым ге-
нератором волн. Выявлено наличие нескольких резонансных частот, возникающих 
из-за периодического изменения взаимного расположения элементов ВЗП и вектора 
погрешности установки кулачка. Доказано, что две основные резонансные частоты 
вызваны вращением вектора погрешности установки кулачка относительно большой 
оси генератора волн и тел качения гибкого подшипника. 
Ключевые слова: волновая зубчатая передача, кинематическая погрешность, гибкое 
колесо, жесткое колесо, частотная характеристика 

Reducing the kinematic error when designing a high-precision drive with a harmonic gear 
train (HGT) is an urgent task. Currently, a large number of studies have been conducted to 
determine this parameter, but the effect of the wave generator rotation frequency on the 
kinematic error of the HGT has been considered insufficiently. A mathematical model is 
proposed for determining the frequency response of the HGT dynamic-kinematic error, 
taking into account the elastic interaction of its elements and the error of the cam mount-
ing. The results of the calculated determination of the frequency response of a HGT with a 
cam wave generator are presented. The presence of several resonant frequencies that occur 
due to periodic changes in the relative position of the HGT elements and the vector of the 
cam mounting error is defined. It is proved that the two main resonant frequencies are 
caused by the rotation of the vector of the cam mounting error relative to the large axis of 
the wave generator and the balls of the flexible bearing. 
Keywords: harmonic drive, kinematic error, flexible gear, rigid gear, frequency response 

Волновые зубчатые передачи (ВЗП) широко 
применяют в робототехнике, системах управ-
ления и специальных высокоточных механиче-

ских приводах. Основными достоинствами ВЗП 
являются малые металлоемкость и мертвый 
ход, компактность, высокие нагрузочная спо-
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собность и кинематическая точность. Высокую 
кинематическую точность обеспечивают мно-
гозонность и многопарность зубчатого зацеп-
ления. 

Исследованию кинематической погрешно-
сти ВЗП посвящены работы С.Н. Истомина, 
П.К. Попова, Ф.И. Фурсяка, Г.А. Тимофеева 
и др. [1–8]. Авторы отмечают, что эта погреш-
ность обусловлена деформацией элементов 
ВЗП (собственной погрешностью) и погрешно-
стью изготовления и установки зубчатых колес 
и генератора волн (ГВ). 

Кинематическая погрешность ВЗП пред-
ставляет собой отклонение положения выход-
ного звена реальной передачи от такового иде-
альной передачи при медленном вращении ГВ. 
Она не учитывает динамические процессы, 
происходящие в ВЗП. 

Экспериментальные и расчетные исследова-
ния [9, 10] показывают, что динамико-кинема-
тическая погрешность ВЗП зависит от частоты 
вращения ГВ. Кроме того, погрешности изго-
товления и установки деталей вызывают по-
грешность углового положения выходного вала 
передачи. 

Многие высокоточные приводы с волновы-
ми зубчатыми механизмами (например, приво-
ды поворотных устройств астрофизических ме-
ханизмов) работают в широком диапазоне ско-
ростей при небольших внешних воздействиях. 
Собственные частоты крутильных колебаний 
выходного вала ВЗП при наличии присоеди-
ненных масс находятся в пределах рабочих  
частот. 

Совпадение собственных частот крутильных 
колебаний выходного вала с частотой кинема-
тического возбуждения, вызванного погрешно-
стями деталей, может привести к резонансному 
увеличению ошибок углового положения вы-
ходного звена. Поэтому только по динамико-
кинематической погрешности можно судить о 
пригодности ВЗП для высокоточного привода. 

Следовательно, получение частотной харак-
теристики динамико-кинематической погреш-
ности ВЗП является актуальной задачей при 
проектировании. 

 
Постановка задачи. Математическая модель, 
позволяющая получать амплитудно-частотную 
характеристику динамико-кинематической по-
грешности ВЗП, рассмотрена в работах [9, 10]. 
Такая модель учитывает кинематические воз-
буждения, вызванные погрешностями деталей 

передачи. Однако используемое в этих работах 
уравнение связи между радиальным перемеще-
нием кулачка и углом поворота выходного вала 
не учитывает упругие деформации элементов 
ВЗП. Такое упрощение приводит к значитель-
ной погрешности расчета. 

Расчетные исследования показывают, что 
момент, действующий на жесткое колесо (ЖК) 
со стороны гибкого колеса (ГК), зависит от угла 
поворота вектора погрешности установки ку-
лачка и взаимного расположения элементов 
ВЗП. Для определения этого момента необхо-
димо учитывать упругие деформации элемен-
тов передачи. 

Цель работы — разработка уточненной мате-
матической модели ВЗП, позволяющей расчет-
ным путем получать динамико-кинематическую 
погрешность, вызванную неточностью установ-
ки кулачка, а также определение резонансных 
частот вращения ВЗП с кулачковым ГВ. 

 
Математическая модель. Объект исследова-
ния — ВЗП с кулачковым ГВ и неподвижным 
ГК, схема которой приведена на рис. 1. В пред-
лагаемой математической модели учтены упру-
гие деформации ЖК 1, ГК 2, гибкого подшип-
ника (ГП) 3, входного вала и его опор. Для 
упрощения расчетной схемы принята во вни-
мание только инерция поворота ЖК вокруг оси 
выходного вала, а инерции ГВ, ГК и поступа-
тельного перемещения ЖК не учтены. При 
определении динамико-кинематической по-
грешности ВЗП задано равномерное вращение 
кулачка h. 

На динамико-кинематическую погрешность 
значительное влияние оказывает деформация 
элементов ВЗП, поэтому для ее определения 
выполняют расчет их упругого взаимодей-

 
Рис. 1. Схема ВЗП с кулачковым ГВ  

и неподвижным ЖК 
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ствия. При этом ВЗП представляют в виде 
упругой системы с односторонним контактом 
звеньев [11]. 

Основными причинами динамико-кинема-
тической погрешности исследуемой ВЗП явля-
ются [7, 8] упругая деформация ее элементов, 
погрешность установки кулачка, а также изго-
товления и установки зубчатых колес. 

В рассматриваемой динамической модели 
учтены упругие деформации ЖК, ГК, ГП и непо-
движная погрешность установки кулачка ,g

he  
которая вызывает погрешность углового поло-
жения выходного вала. Подвижные погрешно-
сти установки кулачка, вращающиеся вместе с 
кулачком h

he  и ЖК ,b
he  не приняты во внимание. 

При определении момента, действующего на 
ЖК со стороны ГК, bgM предполагается, что на 
него не влияют скорости и ускорения звеньев 
ВЗП. В этом случае момент bgM  зависит только 
от деформаций ГК, ЖК, кулачкового ГВ и угла 
поворота e  неподвижной погрешности уста-
новки кулачка .g

he  
Для вычисления момента bgM  использован 

метод обращенного движения. Кулачковый ГВ 
останавливается, а неподвижной погрешно-
сти g

he  задается вращение, направленное про-
тивоположно вращению кулачка. Угол поворо-
та указанной погрешности относительно боль-
шой оси кулачка обозначен через e  ( ,e h    
где h  — угол поворота кулачка относительно 
неподвижного ГК), а угол поворота ведомого 
ЖК, вызванный деформацией элементов 
ВЗП, — .b  Тогда момент, действующий на 
ЖК со стороны ГК, будет зависеть только от 
двух величин: ( , ).bg bg h bM M    

Поворот вектора погрешности g
he  на угол e  

приводит к изменению угла поворота ведомого 
ЖК, размах изменения которого определяет 
наибольшую динамико-кинематическую по-
грешность передачи: н max min ,b b b     где 

maxb  и minb  — максимальное и минималь-
ное значения угла поворота ЖК. 

Момент ( , )bg h bM    определяют расчет-
ным путем с использованием пространствен-
ной математической модели ВЗП [11]. При за-
торможенном входном звене и различных зна-
чениях e h    и b  рассчитывают силы 
взаимодействия элементов передачи, по кото-
рым вычисляют необходимый момент .bgM  

Смещение кулачка вдоль малой hx  и боль-
шой hy  осей, а также угловые координаты тел 
качения (шариков) в обращенном движении 

ш i
  определяют по следующим формулам: 

  cos ;g
h ehx e     sin ;g

h ehy e   

  ш ш ш1
2( 1) ,i i h hi
N

           

где i — порядковый номер тела качения; ш1  — 
угловая координата первого тела качения, 

ш1 ha    (a  — коэффициент, определяющий 
угловую скорость вращения тела качения (се-
паратора), 0, 4);a   N — количество тел каче-
ния в ГП. 

Угол поворота погрешности ej  в обращен-
ном движении задают с шагом 1 в интервале 
[0, 2], а угол bk  — с шагом 10'' в интервале  
[–180'', 180'']: 

  
 2 1 ,     1, 2, ..., 361;

360
180180 ( 1), 1, 2, ..., 37.
18

еj

bk

j j

k k

   

     
 

По вычисленным значениям bgM  с помо-
щью сплайн-интерполяции получают функцию 

( , ).bg e bM    
Изменение внутреннего момента 

( , )bg e bM    вызывает параметрические коле-
бания системы. Дифференциальное уравнение, 
описывающее упругие угловые колебания вы-
ходного вала, имеет вид 

  
2

с2
( , ) ,b b

b bg h b
d dJ M M b

dt dt
        (1) 

где bJ  — момент инерции ЖК и нагрузки; 
с constM   — момент сопротивления на вы-

ходном звене (ЖК); b  — коэффициент сопро-
тивления; /b b h u     (u  — передаточное 
отношение ВЗП). 

Коэффициент сопротивления, входящий  
в состав выражения (1), вычисляют по форму-
ле [9] 

  1 ,
2 bb k J   

где   — коэффициент поглощения, 0,2;   
k  — крутильная жесткость ВЗП. 

Диаграмму крутильной жесткости передачи 
с ( )bM   определяют расчетным путем с исполь-

зованием пространственной математической 
модели ВЗП. Силы взаимодействия элементов 
передачи, по которым вычисляется момент со-
противления на выходном валу сM , рассчиты-
вают при заторможенном входном звене и раз-
личных значениях угла поворота выходного 
звена (ЖК) .b  
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По полученной статической характеристике 
крутильной жесткости с ( )bM   при заданном 
значении момента сM  определяют коэффици-
ент жесткости, равный тангенсу угла наклона 
касательной к графику: 

  
с

с
M

b

Mk ,  (2) 

где сM  — приращение момента сопротивле-
ния при повороте выходного звена на угол b  
от положения при заданном значении момен-
та сM . 

 
Результаты исследования. Для численного ис-
следования выбрана ВЗП (см. рис. 1), имеющая 
следующие параметры: числа зубьев ГК 150gz   
и ЖК 152;bz   модуль зацепления 0,8 мм;m   
коэффициенты смещения ГК 3,35gx   и ЖК 

3,55;bx   толщина оболочки ГК 3 1,0 мм;h   
толщина обода ГК под зубчатым венцом 

1 1,6 мм;h   ширина зубчатого венца 24 мм;wb   
длина оболочки ГК 104 мм;l   число тел  
качения в ГП 24;N   начальная радиальная де-
формация ГК 0 1,2 ;w m  функция, описываю-
щая форму кулачка в полярных координатах, 

  0( ) cos2 .w w  Неподвижная погрешность 
установки кулачка 60 мкм.g

he   Момент инер-
ции ЖК с нагрузкой 20,225 кг м .bJ    

На рис. 2 показана зависимость момента, 
действующего на ЖК со стороны ГК, от угла 
поворота кулачка за один его оборот при b   
= –21''. Зависимость ( )bg hM f   имеет две гар-
монические составляющие. 

Первая гармоническая составляющая мо-
мента bgM  вызвана периодическим изменени-
ем положения тел качения ГП относительно 
большой оси кулачка. Частота этой гармоники 

  1 cеп 1 13,99 .bgM h h hN a N          

где cеп  — угловая скорость сепаратора ГП; 
h  — угловая скорость ГВ. 

Следовательно, за один оборот ГВ количе-
ство периодов первой гармонической состав-
ляющей момента bgM  приблизительно равно 
14, что подтверждено результатами расчета 
(см. рис. 2). 

Вторая гармоническая составляющая обу-
словлена периодическим изменением располо-
жения неподвижной погрешности g

he  относи-
тельно большой оси кулачка. Частота этой гар-
моники 2 2 ,bgM h    так как за один оборот ГВ 
направление вектора неподвижной погрешно-
сти установки кулачка g

he  дважды совпадает с 
направлением большой оси кулачка. 

Описанный характер изменения момента 
bgM  при вращении кулачка вызывает появле-

ние двух резонансных частот вращения ГВ. 
Первая резонансная частота вращения кулачка 

1 рh  соответствует первой гармонике измене-
ния момента .bgM  Приравнивая частоту 1 bgM  
к собственной частоте крутильных колебаний 
выходного вала / ,bk J  получаем 

  1 р
1 .
1h

b

k
a N J

 


  (3) 

Вторая резонансная частота вращения кулач-
ка соответствует второй гармонике изменения 
момента, действующего на ГК со стороны ЖК: 

  2 р
1 .
2h

b

k
J

    (4) 

Определим значения резонансных частот для 
заданной ВЗП. Статическая характеристика  
крутильной жесткости ВЗП, полученная расчет-

 
Рис. 2. Зависимость момента, действующего на ГК  
со стороны ЖК, bgM  от угла поворота кулачка h   

за один его оборот при b  –21'' 

 
Рис. 3. Статическая характеристика  

крутильной жесткости ВЗП,  
полученная расчетным путем 
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ным путем, приведена на рис. 3. Коэффициент 
жесткости при заданной нагрузке сM  определя-
ется по формуле (2). При моменте сопротивле-
ния на выходном валу с 100 H мM    коэффи-
циент крутильной жесткости 100 100tgk     
= 220 609 Н м/рад, где 100  — угол наклона ка-
сательной, проведенной к графику крутильной 
жесткости ВЗП при с 100 H м.M    

Первая и вторая резонансные частоты вра-
щения кулачка определяются по формулам (3) 
и (4). При моменте с 100 H мM    они состав-
ляют 71 и 445 с–1 соответственно. 

Частотная характеристика (ЧХ) наибольшей 
динамико-кинематической погрешности ВЗП 
при моменте с 100 Н мM    в рабочем диапа-
зоне частот 40…120 рад/c  приведена на рис. 4. 
Максимум ЧХ приходится на первую резонанс-
ную частоту 1

1 р (100) 71 с .h
   Вторая резо-

нансная частота 1
2 р (100) 445 ch

   не входит в 
рабочий диапазон частот. Колебательный ха-
рактер ЧХ связан с периодическим изменением 
взаимного расположения тел качения ГП, зубь-
ев ЖК и вектора погрешности .g

he  
Частота совпадения направлений вектора 

погрешности g
he  и векторов, проведенных от 

оси ГП к центрам тел качения, определяется 
выражением 
      ш 10 ,e h ha N  

а соответствующая ей резонансная частота 
вращения кулачка 

  1
3 p

1(100) 99 с .
10h

b

k
J

    

На частоте 199 с  ЧХ имеет локальный мак-
симум (см. рис. 4). 

Частота совпадения направлений вектора 
погрешности g

he  и векторов, проведенных от 
оси вращения к центру зубьев ЖК, вычисляется 
по формуле 
  152 ,ez b h hz      

а соответствующая ей резонансная частота 
вращения кулачка 

  1
4 p

1(100) 6,5 с .
152h

b

k
J

    

На частотах, кратных 16,5 с ,  ЧХ может 
иметь локальный максимум или минимум.  
Следовательно, минимумы на частотах 

16,5 10 65 с   и 16,5 12 78 с   (см. рис. 4) обу-
словлены периодическим изменением взаимно-
го расположения вектора погрешности g

he  от-
носительно зубьев ЖК. 

Выводы 
1. Предложена методика расчетного опреде-

ления ЧХ наибольшей динамико-кинемати-
ческой погрешности ВЗП с кулачковым ГВ. 

2. Расчетным путем показано, что эта ЧХ 
имеет несколько резонансных частот вращения 
кулачка. 

3. Две основные резонансные частоты обу-
словлены периодическим изменением распо-
ложения тел качения и вектора неподвижной 
погрешности установки кулачка относительно 
большой оси ГВ. 

 

 
Рис. 4. Частотная характеристика наибольшей динамико-кинематической погрешности ВЗП  

при моментах с 100 H мM    и 20,225 кг мbJ    
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