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Рассмотрена последовательность расчета составляющих силы резания и крутящего 
момента при фрезеровании твердосплавными концевыми фрезами. Алгоритм расчета 
включает в себя переход от тангенциальной и радиальной составляющих силы реза-
ния к составляющим силы в станочной системе координат. На винтовой режущей 
кромке (на цилиндрической (периферийной) поверхности и дуге закругления верши-
ны зуба) выделены две части. Эти части режущей кромки разбиты на участки, для ко-
торых выполнен расчет с последующим суммированием составляющих силы резания 
вдоль осей станочной системы координат и крутящего момента относительно оси 
фрезы. Проведен анализ составляющих силы и крутящего момента в зависимости от 
глубины резания, подачи, числа зубьев фрезы, износа лезвия и радиуса закругления 
вершины. Показано соотношение сил резания и крутящего момента для условий фре-
зерования конструкционной углеродистой стали и алюминиевых сплавов. По разра-
ботанному алгоритму составлена расчетная программа, с помощью которой можно 
осуществлять оперативный расчет сил и момента для различных условий фрезерова-
ния. Расчетные показатели могут быть использованы как технологические ограниче-
ния в задачах оптимизации, а также для прочностных расчетов инструмента, фрезер-
ной оснастки и выбора компонентов приводов фрезерных станков. 
Ключевые слова: концевая фреза, составляющие силы, момент резания, глубина ре-
зания, число зубьев, износ зуба 

This paper presents a computational sequence for calculating the components of the cutting 
force and torque when milling with carbide end mills. The calculation algorithm includes the 
transition from the tangential and radial components of the force to the force components in 
the machine coordinate system. On the helical cutting edge, two parts are highlighted: one on 
the cylindrical (peripheral) surface and the other one on the arc of the rounded tip of the tooth. 
These parts of the cutting edge are divided into sections where the calculation is performed, fol-
lowed by summation of the force components along the axes of the machine co-ordinate sys-
tem and the moment relative to the axis of the cutter. An analysis of the components of the 
force and torque depending on the depth of cutting, feed, number of teeth of the cutter, blade 
wear and radius of the tip rounding is performed. The ratio of forces and moments for various 
milling conditions of structural carbon steel and aluminum alloys is shown. The developed al-
gorithm is applied in a computational program that can be used to perform operational calcula-
tions of forces and torque for various milling conditions. The calculated parameters can be used 
as technological limiters in optimization problems, as well as for strength calculations of tools, 
milling equipment, and the selection of components of milling machine drives. 
Keywords: end mill, force components, torque, cutting depth, number of teeth, tooth wear 
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В аэрокосмической промышленности, машино- 
и приборостроении используют корпусные де-
тали с различными габаритными размерами и 
назначением. Обрабатываемые материалы мож-
но разбить на три группы: конструкционные 
стали, высоколегированные коррозионностой-
кие стали и алюминиевые сплавы. При обработ-
ке корпусных деталей большой объем механиче-
ских операций приходится на фрезерование 
карманов, пазов и уступов. Применяют совре-
менные режущие инструменты, в частности, 
цельные твердосплавные фрезы. 

В связи с этим возникает актуальная научно-
техническая задача повышения эффективности 
и надежности использования этих инструмен-
тов на многокоординатных станках с про-
граммным управлением. В частности, при про-
ектировании операции фрезерования нужно 
учитывать ограничения по мощности и крутя-
щему моменту шпинделя фрезерного станка. 
Для обеспечения этой задачи необходимо раз-
рабатывать расчетные методики по силовым 
параметрам фрезерования. 

Цель работы — разработка модели и рас-
четной методики сил резания, крутящего мо-
мента для цельных твердосплавных фрез с 
винтовым зубом на цилиндрической части, для 
использования в алгоритмах оптимизации и 
управления станками с контролем силовых по-
казателей.  

Развитие расчетных методов по силам реза-
ния отмечено на протяжении длительного пе-
риода времени. Так, в литературном обзоре ра-
боты [1] приведена модель расчета сил резания, 
предложенная М. Веком (M. Weck) и К. Тейпе-
лом (K.Teipel) в 1977 г., для которой сила реза-
ния записывается как pF Ka h , где K — кон-
станта, зависящая от обрабатываемого матери-
ала и скорости резания, определяемая 
экспериментально; pa  — осевая глубина; h — 
толщина срезаемого слоя. 

Ю. Алтинтас (Yu. Altintas) использовал и 
расширил этот подход и предложил выражение 
для расчета силы резания p e pF Ka h K a   
( eK  — параметр, определяемый эксперимен-
тально), в котором при нулевой толщине вто-
рое слагаемое учитывает влияние режущей 
кромки [2]. 

С.А. Тобиас (S.A. Tobias) и Ж. Стэпан 
(G. Stepan) предложили нелинейную зависи-
мость силы резания от толщины удаляемого 
слоя [1] ,x

pF Ka h  где x — второй экспери-
ментальный параметр. 

Р.П.Х. Фассен (R.P.H. Faassen) использовал 
комбинацию предыдущих моделей для опреде-
ления тангенциальной tF  и радиальной rF  со-
ставляющих силы резания [3]: 
  ;x

t t p te pF K a h K a     ,x
r r p re pF K a h K a   

где ,tK  ,teK  ,rK  reK  — параметры, определяе-
мые экспериментально. 

Аналогичный подход применен в работе [4] 
для аналитического расчета сил резания при 
фрезеровании через постоянные для данного 
обрабатываемого материала коэффициенты, 
пропорциональные толщине срезаемого слоя. 

Развитием изложенных подходов является 
распространенная в настоящее время зарубеж-
ными инструментальными фирмами методика 
расчета сил резания через удельную силу. Со-
гласно этой методике, для любого вида лезвий-
ной обработки тангенциальная составляющая 
силы резания 
  (1 )

11
m

c c f c fF bhK K bh k K  , 

где b — ширина срезаемого слоя; cK  — удель-
ная сила резания; fK  — поправочный коэф-
фициент; m — показатель степени; 11ck  — 
удельная сила, приходящаяся на единицу пло-
щади среза. 

Значения удельной силы и показателя сте-
пени приведены для групп обрабатываемых 
материалов в справочных литературе и матери-
алах инструментальных фирм. В частности, эта 
формула использована для расчета сил фрезе-
рования и последующего прочностного расчета 
инструмента [5]. 

В отечественной справочной литературе [6, 
7] для расчета скорости резания и ее тангенци-
альной составляющей используют степенные 
уравнения 
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где ,vC  pC  — постоянные; , , , , ,v v v v vq m x y u  
, , , , , ,vp x y u p q w  — показатели степеней; d  — 

диаметр фрезы, мм; ,v pK K  — поправочные ко-
эффициенты; T  — стойкость инструмента, мин; 

, zt s  и B  — глубина, подача на зуб и ширина 
фрезерования соответственно, мм; z  — число 
зубьев; n  — частота вращения шпинделя, мин–1. 

Переменные, входящие в состав выраже-
ний (1) даны в общепринятой записи. Посто-
янные, показатели степеней, поправочные ко-
эффициенты приведены в соответствующих 
таблицах справочников для ограниченного 
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числа сочетаний пар обрабатываемый мате-
риал — инструментальный материал по от-
дельным видам рабочих инструментов, в част-
ности, по концевым фрезам. 

Сравнение расчетов по выше приведенным 
формулам показывает относительно близкие 
результаты [8]. 

Степенные уравнения (1) позволяют рассчи-
тать сначала скорость резания, затем тангенци-
альную составляющую силы, момент, мощность 
резания и использовать эти зависимости как 
ограничения при выборе станка и прочностном 
расчете приспособления. Так, в учебной дисци-
плине «Проектирование операций механической 
обработки» предусмотрено домашнее задание по 
расчету показателей фрезерования по степен-
ным уравнениям, а для проверки результатов 
разработана программа Dz2_17.exe. 

В качестве примера в табл. 1 приведены ре-
зультаты расчета по степенным уравнениям (1) 
при различных значениях подачи на зуб для 
условий обработки концевой фрезой из твердо-
го сплава марки Т15К6 полного паза в заготов-
ке из стали 45. Значения параметров составили: 
t = 12 мм; В = 12 мм; d = 12 мм; число зубьев 
z = 3; стойкость 60T   мин. Значения постоян-
ных, показателей степеней и поправочных ко-
эффициентов заимствованы из справочни-
ка [6]. 

Серьезным недостатком указанных выраже-
ний является то, что они отражают и обобщают 
результаты экспериментальных данных, соот-
ветствующих конкретным условиям механиче-
ской обработки (прежде всего по видам фрезе-
рования, инструментальному и обрабатывае-
мому материалам). Изменение этих условий 
принято отражать поправочными коэффици-
ентами. В математическом смысле это означает 
пропорциональное масштабирование нелиней-
ных уравнений, что может привести к значи-
тельным расчетным погрешностям. 

Большое число исследований направлено 
на использование конечно-элементного моде-

лирования процесса стружкообразования, 
расчета сил и температур резания. В частности, 
расчет сил для фрезерования проводят в про-
граммной среде ABAQUS с использованием 
модели динамического разрушения материала 
Джонсона — Кука [9]. Подобное моделирова-
ние возможно в исследовательских лаборато-
риях и затруднено для использования в инже-
нерных приложениях. 

Основываясь на проведенном обзоре лите-
ратурных источников, обоснована необходи-
мость развития аналитических методов расчета 
силовых параметров процесса фрезерования. 
В настоящей статье приведена методика, позво-
ляющая без дополнительных экспериментов 
рассчитать силы и крутящий момент при обра-
ботке твердосплавными концевыми фрезами 
заготовок из различных материалов. 

Помимо отмеченных факторов методика 
учитывает влияние геометрических параметров 
зуба фрезы:   и   — переднего и заднего уг-
лов;   — угла наклона винтовой линии зуба 
к оси; r  — радиуса закругления вершины. Кон-
цевая фреза имеет следующие конструктивные 
параметры: наружный диаметр d и число зубь-
ев z. Такой инструмент обрабатывает паз или 
уступ c шириной резания B (размер, параллель-
ный оси фрезы) и глубиной резания t (размер, 
перпендикулярный оси). 

Кинематическими параметрами являются 
частота вращения n и подача фрезы со скоро-
стью .ms  Инструмент вращается и перемещает-
ся с кинематическими движениями, как пока-
зано на рис. 1, частный случай — он обрабаты-
вает полный паз, когда глубина фрезерования 
равна диаметру инструмента. Показана фреза с 
правой винтовой канавкой и праворежущая. 

Каждый зуб фрезы имеет начальную точку 
контакта nc на дуге окружности в плоскости 
станочной системы координат (ССК) OXcYc Zc. 
В положительном направлении угловая коор-
дината n  положения зуба на дуге контакта 
откладывается от точки mc против хода часовой 

Таблица 1 
Результаты расчета по степенным уравнениям (1) 

Подача sz, мм/зуб Скорость резания v, м/мин Сила резания Pz, H Крутящий момент M, Н м 
0,03 180,7 1235,1 7,4 
0,05 158,2 1780,7 10,7 
0,07 145,0 2266,0 13,6 
0,10 132,1 2925,5 17,6 
0,12 126,0 3333,5 20,0 
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стрелки, в отрицательном — по ходу часовой 
стрелки. Для прямозубой фрезы конечной точ-
кой контакта является точка mc. Для фрезы с 
винтовым зубом и углом 0  конечная точка 
контакта имеет отрицательное значение угла 
положения .n  

На схеме, приведенной на рис. 1, также по-
казана система координат YZ , ось Y  направ-
лена в вершине зуба по радиусу, ось Z  — по 
касательной к окружности вращения зуба. 
В этой системе координат традиционно для 
определения параметров резания заданы ради-
альная yP  и тангенциальная zP  составляющие 
силы. 

Режущая кромка зуба разделена на две ча-
сти: винтовую кромку 12 с углом наклона к оси 
фрезы   и кромку по дуге 23 с радиусом за-
кругления вершины r. Длина винтовой кромки 
зуба на цилиндрической части фрезы b опреде-
лена упрощенно как гипотенуза развернутого 
прямоугольного треугольника и разделена на 

bn  участков. Точка пересечения винтовой 
кромки 12 с окружностью наружного диаметра 
фрезы в плоскости ССК обозначена на рис. 1 
как .jn  

Кромка по дуге также разбита на k участков, 
каждый из которых имеет ширину / ,ib r k   
радиус относительно оси вращения фрезы iR  и 
угловую координату .i  Число участков на ци-
линдрической и радиусной частях зуба пропор-
ционально соответствующим длинам. 

Каждый i-й участок на винтовой кромке зу-
ба имеет угловую координату i  и соответ-
ствующую координату по оси OZс — iz . 

На винтовую режущую кромку каждого 
участка со стороны обрабатываемого материала 
действует тангенциальная ziP  (по касательной к 
окружности вращения) и радиальная yiP  (по 
радиусу) составляющие силы резания. Их мож-
но разложить на продольную x iF  (по направле-
нию подачи) и поперечную y iF  составляющие 
силы резания, действующие в ССК. 

Осевая составляющая силы резания ziF  
найдена по рекомендациям А.М. Розенберга, 
а также по справочным данным [6]. Соответ-
ствующие векторы в ССК определены их про-
екциями: 

• для угловой координаты /2i    

  

cos sin ;

sin cos ;

0,28 tg ;

xi zi i yi i

yi zi i yi i

zi zi
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F P P

F P
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 

  (2) 

• для угловой координаты /2i    

  

sin ( /2) cos ( /2);

cos ( /2) sin ( /2);

0,28 tg .

xi zi i yi i

yi zi i yi i

zi zi

F P P
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  (3) 

На радиусную часть режущей кромки зуба 23 
участка действуют тангенциальная ziP  и нор-
мальная iN  составляющие силы резания. На 
рис. 1 показан частный случай, когда /2.i    
Аналогично винтовой режущей кромке опреде-
лены координаты векторов в ССК: 

• для угловой координаты /2i    

  

sin sin cos ;

sin cos sin ;

cos ;

xi i i i zi i

yi i i i zi i
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F N P

F N
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 

 (4) 

• для угловой координаты /2i    

sin cos ( /2) sin ( /2);

sin sin ( /2) cos ( /2);

cos .

xi i i i zi i

yi i i i zi i

zi i i

F N P

F N P

F N

       
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 (5) 

Таким образом, для текущего положения зу-
ба фрезы, задаваемого углом положения ,n  

 
Рис. 1. Схема для расчета сил при фрезеровании  

концевой фрезой 
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можно определить суммарные составляющие 
силы резания в ССК и крутящий момент на 
винтовой и радиусной частях режущей кромки 
суммированием по участкам: 

1 1 1 1

1 1 1 1

; ;

; .
2000 1000

b b

b b

n k n k

x xi xi y yi yi
i i i i

n k n k
i

z zi zi zi zi
i i i i
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 (6) 

Для расчета по выражениям (2)–(6) необхо-
димо знать тангенциальную, радиальную и 
нормальную составляющие силы резания, дей-
ствующие на каждом участке винтовой и ради-
усной частей режущей кромки. Вопросы опре-
деления толщины срезаемого слоя, угла сдвига, 
силы стружкообразования, тангенциальной и 
радиальной составляющих силы резания по 
участкам режущей кромки для общего случая 
обработки концевой фрезой (в том числе с по-
дачей, направленной под углом   к горизон-
тальной плоскости) подробно рассмотрены в 
статьях [10, 11]. При горизонтальном движении 
подачи (см. рис. 1) угол врезания 0,   а влия-
ние торцевой режущей кромки исключено. 

Для расчета угла сдвига i  использовано 
выражение, учитывающее его зависимость от 
ширины участка ,ib  толщины срезаемого слоя 
на участке кромки ia , упругой постоянной   
двух соприкасающихся материалов (обрабаты-
ваемого и инструментального) и переднего уг-
ла :i  ( , , , ).i i i if b a     Значение переднего 
угла усреднено с учетом его изменения по ради-
усу округления кромки. Результирующая сила 
стружкообразования на передней поверхности 
рассчитана через угол сдвига и касательное 
напряжение в плоскости сдвига :p  

( , , , ).ci i i i pR f b a    
Нормальные и касательные силы на дуге 

округления режущей кромки и задней поверх-
ности инструмента определены через контакт-
ное давление, площадь контакта и коэффици-
ент трения. Тангенциальная и радиальная со-
ставляющие силы резания на каждом участке 
режущей кромки имеют вид 

   
  
  

2
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;
,

zi czi mzi i

yi cyi myi i

P R P F
P R P P

   (7) 

где ,cziR  cyiR  и ,mziP  myiP  — составляющие от 
силы стружкообразования и радиальной силы 
на радиусе округления кромки; 2F  и 2P  — сила 
соответственно трения и нормальная на задней 
поверхности лезвия. 

Аналитический расчет составляющих в вы-
ражениях (7) изложен в ряде работ автора, 
в том числе по фрезерованию [10, 11]. По уров-
ню эти расчеты являются инженерными и, в 
частности, их используют студенты при выпол-
нении домашнего задания по основам теории 
резания. Методика решения приведена в учеб-
ном пособии [12]. 

Характерной особенностью и определенной 
новизной расчета сил резания в данной статье 
является переход от каждого участка ко всей 
режущей кромке путем суммирования сил 
в ССК и момента относительно оси фрезы. 
Аналитически решить такую задачу трудно, по-
этому решение найдено алгоритмически и по 
разработанной программе Trailer_mill.exe. 

Выбраны базовые условия и значения пара-
метров: концевая фреза из твердого сплава 
марки Т15К6 диаметром 12d   мм; передний 
угол 16 ;    задний угол 15 ;    угол наклона 
кромки к оси 45 ;    радиус закругления вер-
шины 0,2r   мм; радиус округления кромки 

0,01   мм; износ по задней поверхности 
0zh  ; ширина фрезерования 12B   мм. Для 

обрабатываемого материала — стали 45 — при-
нята частота вращения n = 4200 мин–1; подача 
на зуб 0,05zs   мм. 

Толщина срезаемого слоя ia  для каждого 
участка шириной ib  со своим углом контакта 

i  определены по известным выражениям. Для 
винтового зуба, положение которого в каждый 
момент времени задано углом ,n  площадь 
срезаемого слоя определена суммированием по 
участкам:  

 
1

cos .
bn

ab i i
i

F a b


    

Значение параметра abF  непосредственно в 
расчетах не использовано и рассмотрено для 
анализа положения зуба с наибольшими значе-
ниями площади, момента и силы резания. 

Получены следующие результаты при базо-
вых условиях по одному зубу: 

• зависимость площади срезаемого слоя от 
угла положения зуба фрезы при разной глубине 
резания (рис. 2); при обработке полного паза 
глубиной 12t d   мм и шириной 12B   мм 
угол контакта изменяется от 180 до –113; 

• зависимость площади срезаемого слоя от 
угла положения зуба фрезы для различных зна-
чений угла наклона кромки при обработке пол-
ного паза (рис. 3, а): с увеличением угла накло-
на кромки растет угол контакта, а максимум 
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площади среза смещается к меньшим значени-
ям угла положения; 

• зависимость крутящего момента от угла 
положения зуба фрезы (рис. 3, б); наибольшее 
значение момента повышается с ростом угла 
наклона кромки, что связано с увеличением 
ширины кромки; 

• зависимость составляющих силы резания в 
ССК от угла положения зуба фрезы при угле его 
наклона 45   (рис. 4). 

Расчет момента и составляющих силы реза-
ния выполнялся, если толщина срезаемого слоя 
на участке кромки 1,75 ,ia    в противном слу-
чае принимались нулевые значения. Графики 
момента качественно не отличаются от таковых 
для площади срезаемого слоя, а максимальные 
значения совпадают по углу положения. Со-
ставляющая силы резания xF  почти для всех 
углов положения зуба фрезы имеет отрица-
тельное значение, т. е. действует на инструмент 
против движения подачи. Для больших отри-
цательных значений этого угла составляющая 
силы xF  действует на инструмент по направле-
нию движения подачи. Составляющая силы yF  
имеет положительное значение и действует на 
фрезу «против вращения», а составляющая си-
лы zF  — на шпиндель станка. 

Момент и составляющие силы резания для 
однозубой фрезы имеют ярко выраженный пе-
ременный характер, их максимальные значения 
не совпадают по углу положения зуба, что за-
трудняет их измерение и количественное опре-
деление при проведении экспериментальных 
исследований с использованием стандартного 
динамометра. 

С увеличением подачи составляющие силы 
резания и крутящий момент растут. В табл. 2 

приведены их значения для однозубой фрезы, 
соответствующие углу положения 33n     
с максимальным значением крутящего момента. 

Расчетные значения крутящего момента со-
ответствуют значениям, полученным по эмпи-
рическим степенным зависимостям и приве-
денным в табл. 1. 

Для различных обрабатываемых материалов 
составляющие силы резания и крутящий момент 

 

 
Рис. 3. Зависимости площади срезаемого слоя abF  (а) 

и крутящего момента М (б)  
от угла положения зуба n  фрезы  

при угле его наклона  = 0 (1), 30 (2) и 45 (3) 

 
Рис. 4. Зависимость составляющих силы резания  
в ССК xF  (1), yF  (2) и zF  (3) от угла положения  

зуба n  фрезы при угле его наклона 45   

 
Рис. 2. Зависимость площади срезаемого слоя abF   

от угла положения зуба n  фрезы при глубине  
резания t = 12 (1), 10 (2), 8 (3) и 4 мм (4) 
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увеличиваются с ростом прочности и соответ-
ствующего напряжения в плоскости сдвига. 
В табл. 3 приведены соответствующие результа-
ты для алюминиевых сплавов в сравнении с ба-
зовым обрабатываемым материалом. Частота 
вращения шпинделя n при обработке алюмини-
евых сплавов принята равной 12 000 мин–1. 

С увеличением числа зубьев фрезы растет 
число зубьев, одновременно режущих и нахо-
дящихся на дуге контакта. Для базовых условий 
начальный угол положения зуба фрезы 

180n   , а конечный 113 .n     Таким обра-
зом, суммарный угол контакта по положению 
зуба составляет 293, в отличие от угла контакта 
по дуге обрабатываемой поверхности для фре-
зы с прямым зубом, равным 180. 

От числа зубьев фрезы зависит равномер-
ность обработки, которую будем оценивать по 
изменению крутящего момента при вращении 
инструмента. Результаты анализа положения 
зубьев и соответствующих моментов по сум-
марному углу контакта для дву- и трехзубой 
фрез приведены на рис. 5, а и б соответственно. 
Здесь видно, что у фрезы с двумя зубьями сум-
марный крутящий момент имеет значительное 
изменение, а у фрезы с тремя зубьями он не-
сколько больше, но его изменение существенно 
меньше. 

Для шестизубой фрезы суммарный момент 
значительно возрастает, так как все зубья яв-
ляются одновременно режущими, изменение 
момента такое же, как у трехзубого инструмен-

Таблица 2 
Результаты расчета составляющих силы резания и крутящего момента однозубой фрезы  

при различных значениях подачи на зуб 

Подача на зуб 
sz, мм 

Составляющие силы резания, Н Крутящий момент 
M, Н м Fx Fy Fz 

0,05 –797,8 1439,0 465,2 10,0 
0,08 –1072,0 2149,0 691,4 14,8 
0,12 –1357,0 3017,0 972,4 20,8 

Таблица 3 
Результаты расчета составляющих силы резания и крутящего момента  

для различных обрабатываемых материалов 

Материал Предел прочности 
b , МПа 

Твердость HB, 
МПа 

Напряжение  
в плоскости сдвига 

,p  МПа 

Составляющие силы резания, Н Крутящий 
момент 
M, Нм Fx Fy Fz 

АМг6 300 858 285 –295 540 175 3,7 
Д16 400 1142 380 –390 713 231 5,0 
B95T1 524 1497 498 –464 847 274 5,9 
Сталь 45 631 1828 583 –797 1438 465 10,0 

 

      
Рис. 5. Влияние угла положения зуба n  дву- (а) и трехзубой (б) фрез на крутящий момент М: 

1 — суммарный; 2–4— от первого–третьего зубьев 
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та. Результаты анализа приведены в табл. 4. До-
полнительно показано значение коэффициента 
равномерности периферийного фрезерования, 
который равен отношению ширины фрезеро-
вания к осевому шагу зубьев ( ( / )tg )rK Bz d    
и должен стремиться к целому числу. 

Аналогичные результаты получены по со-
ставляющим силы резания. Минимальные, 
максимальные значения и изменения по двум 
составляющим силы резания при разном числе 
зубьев фрезы приведены в табл. 5. Следует от-
метить значительное увеличение составляющих 
силы для фрезы с шестью зубьями. 

Также проанализировано влияние на силы 
резания радиуса закругления вершины r  и из-
носа зуба, который может характеризоваться 
двумя параметрами: значением площадки изно-
са по задней поверхности zh  и радиусом округ-
ления кромки  . 

С увеличением радиуса закругления верши-
ны зуба уменьшается длина режущей кромки на 
цилиндрической части 12 и увеличивается дли-

на дуги радиусной части 23 (см. рис. 1). Следует 
учитывать, что участки на дуге 23 имеют соот-
ветствующие радиусы относительно оси 
фрезы ,iR  которые меньше, чем радиус цилин-
дрической части фрезы. 

В табл. 6 приведены значения крутящих мо-
ментов для кромок зуба фрезы при разном ра-
диусе закругления его вершины. Для исследо-
вания приняты следующие значения парамет-
ров: подача на зуб 0,12zs   мм, радиус 
округления кромки 0,01   мм и износ по зад-
ней поверхности 0,1zh   мм. Первый зуб имел 
угол положения, соответствующий максималь-
ной площади срезаемого слоя, второй — угол 
положения через угловой шаг зубьев. Отмечена 
тенденция снижения крутящего момента по 
цилиндрической кромке и увеличения крутя-
щего момента по дуге радиусной кромки. Сум-
марный момент уменьшается с увеличением 
радиуса закругления вершины зуба. 

С увеличением износа задней поверхности 
составляющие силы резания и крутящий мо-

Таблица 4 
Значения суммарного крутящего момента и коэффициента равномерности  

при разном числе зубьев фрезы 

Число зубьев z 
Суммарный крутящий момент, Нм 

Коэффициент равномерности Kr минимальный максимальный изменение 
1 0 10,00 10,00 0,32 
2 4,40 10,00 5,60 0,63 
3 9,94 10,67 0,73 0,96 
6 20,15 20,91 0,76 1,91 

  
Таблица 5 

Значения составляющих силы резания при разном числе зубьев фрезы 

Число зубьев z 
Составляющая силы Fx, Н Составляющая силы Fy, Н 

минимальная максимальная изменение минимальная максимальная изменение 
1 –985,3 146,9 1132,1 –6,2 1535,0 1541,2 
3 –895,1 –682,6 212,5 1351,5 1534,7 183,3 
6 –1694,5 –1477,0 217,4 2795,4 2999,6 204,2 

 
Таблица 6 

Значения крутящих моментов при разном радиусе закругления вершины зуба 

Радиус 
r, мм 

Число участков Крутящий момент, Нм 
nb k по цилиндрической кромке по радиусной кромке  суммарный  

0,2 17 1 23,33/1,76 0,23/0,20 25,52 
1,0 16 2 22,15/1,09 1,24/0,56 25,04 
2,0 14 3 20,59/0,48 2,61/1,15 24,84 
3,0 13 5 18,80/0,52 3,41/1,54 24,27 

Примечание. В числителе дроби указаны значения крутящего момента от первого зуба, в знаменателе — от второго. 
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мент растут. В расчете принято допущение о 
равномерной площадке износа по задней по-
верхности цилиндрической и радиусной частей 
режущей кромки зуба. В табл. 7 приведены зна-
чения составляющих силы резания и крутящего 
момента при разном износе задней поверхно-
сти зуба фрезы. 

Износ зуба фрезы в виде увеличения радиуса 
округления режущей кромки приводит к изме-
нению значений составляющих силы резания и 
крутящего момента. В табл. 8 приведены значе-
ния составляющих силы и крутящего момента 
для изношенных зубьев фрезы в виде равномер-
ной площадки по задней поверхности zh  
 0,1 мм  и округления режущей кромки с раз-
личным радиусом. Для расчета приняты следу-
ющие значения параметров: подача  0,12 мм;zs  
радиус округления кромки 0,01   мм; радиус 
закругления вершины зуба 0,2r   мм. 

Крутящий момент и составляющая силы ре-
зания ,zF  действующая вдоль оси фрезы, прак-
тически не изменяются (см. табл. 8). Составля-
ющая силы резания по направлению скорости 
подачи xF  и перпендикулярная ей yF  возрас-
тают в гораздо меньшей степени, чем при уве-
личении износа. 

С учетом проведенного анализа составляю-
щих силы и крутящего момента резания при 
обработке концевой фрезой можно отметить 
следующие общие положения: 

• линией приложения момента является ось 
инструмента, поэтому расчетные значения кру-
тящего момента могут быть применены как 

ограничения при выборе шпинделя фрезерного 
станка, а также для расчета фрезерного патрона; 

• точка приложения силы резания как сум-
марного вектора по составляющим вдоль осей 
ССК не определена; условно составляющие силы 
можно приложить в центр фрезы и использовать 
их для выбора привода подачи и расчета дефор-
маций элементов технологической системы; 

• для прочностного расчета инструмента не-
целесообразно проводить суммирование по 
выражениям (6), а граничные условия на лез-
вии зуба необходимо задавать в виде распреде-
ленной нагрузки по участкам вдоль режущей 
кромки зуба фрезы. 

Разработанный алгоритм и программа позво-
ляют рассчитать по участкам вдоль режущей 
кромки параметры: длины контактных площа-
док по передней и задней поверхностям с учетом 
округления кромки; касательные и нормальные 
давления; тангенциальную и радиальную состав-
ляющие силы резания; составляющие силы ре-
зания в ССК. 

В качестве примера на рис. 6 показано изме-
нение составляющих силы резания по участкам 
для цилиндрической части режущей кромки 
при условиях фрезерования по базовому вари-
анту (угол наклона зуба к оси 45 ,   износ 

0).zh   Зуб фрезы занимает угловое положение 
33 ,n    т. е. имеет наибольшие площадь сре-

заемого слоя и крутящий момент в соответ-
ствии с рис. 3, а и б. 

Режущая кромка разбита на семнадцать 
участков, середины которых имеют соответ-

Таблица 7 
Значения составляющих силы резания и крутящего момента  

при разном износе задней поверхности зуба фрезы 

Износ ,zh  мм 
Составляющие силы резания, Н 

Крутящий момент М, Нм 
Fx Fy Fz 

0 –1603,1 3001,9 1053,3 22,45 
0,1 –2760,3 3191,2 1225,2 25,52 
0,3 –5186,2 3543,9 1562,9 31,48 

 
Таблица 8 

Значения составляющих силы резания и крутящего момента  
при разном радиусе округления кромки 

Радиус округления кромки , мм 
Составляющие силы резания, Н 

Крутящий момент М, Нм 
Fx Fy Fz 

0,01 –2760,3 3191,2 1225,2 25,52 
0,02 –2923,4 3471,7 1264,5 26,13 
0,03 –2936,1 3699,4 1208,4 25,89 
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ствующие угловые координаты — углы контак-
та — в диапазоне i   33,0…145,6. Общая 
длина кромки 16,7b   мм. При суммировании 
составляющих силы резания по всем участкам 
получены следующие значения: 798 Н;xF    

1439 Н;yF   465 Н.zF   Это соответствует 
графикам, приведенным на рис. 4 для выбран-
ного угла положения. Угловая координата, ха-
рактеризующая положение участка на режущей 
кромке, может быть пересчитана в соответ-
ствующие линейные в ССК: 

 ( )sin ; cos ; .
2 2 2tg

i n
i i i i i

d d dx y z       


 

Точку приложения составляющих силы ре-
зания на каждом участке можно условно счи-
тать точкой пересечения передней и задней 
поверхностей. В этом случае могут быть рас-
считаны радиальные напряжения от сосредо-
точенной силы в режущем клине инструмента 
и выполнена проверка по прочностному кри-
терию. Соответствующие формулы для расчета 

со ссылками на первоисточники приведены в 
учебном пособии [12]. Для прочностного рас-
чета лезвия инструмента по методу конечных 
элементов силы следует заменить контактны-
ми давлениями с реальными размерами кон-
тактных площадок. 

Распределение крутящего момента по участ-
кам на режущей кромке для нулевого износа и 
износа задней поверхности 0,1zh   мм показа-
но на рис. 7. Здесь максимальное значение мо-
мента соответствует участку с угловой коорди-
натой 90i    и линейными координатами 

0; 6 мм; 5,9 мм.i i iy x z    

Выводы 
1. Расчет сил резания и крутящего момента 

по степенным зависимостям, приведенным 
в справочных литературных источниках, мож-
но проводить только для соответствующих 
условий, определенных прежде всего выбором 
инструментального и обрабатываемого матери-
алов. Использование поправочных коэффици-
ентов может привести к значительным по-
грешностям. Расчет тангенциальной составля-
ющей силы резания по удельной силе и 
толщине срезаемого слоя является разновидно-
стью расчета по степенным зависимостям. 

2. Разработанная методика по силам резания 
и крутящему моменту для обработки концевы-
ми фрезами, реализованная программно, поз-
воляет выполнить расчет по заданным услови-
ям и параметрам без дополнительных экспери-
ментов. Проанализировано влияние глубины, 
подачи, износа лезвия с учетом влияния шири-
ны фрезерования и диаметра фрезы на силы 
резания и крутящий момент. Значение угла 
наклона кромки к оси фрезы целесообразно 
увеличивать до 45, а число зубьев — до трех 
для повышения равномерности обработки. 
Увеличивать число зубьев до шести нецелесо-
образно в связи с ростом силы резания и кру-
тящего момента. 

3. Эксперименты по силам резания и крутя-
щему моменту при фрезеровании можно про-
водить только при условиях, обеспечивающих 
достаточную равномерность. Для общих усло-
вий фрезерования максимальные значения со-
ставляющих силы резания и момента не совпа-
дают по углу контакта. 

4. Расчетная методика может быть распро-
странена на другие виды фрезерования и обра-
батываемые материалы. 

 
Рис. 6. Зависимость составляющих силы  

резания xF  (1), zF  (2) и yF  (3) на участках  
вдоль режущей кромки от угловой координаты i  

 
Рис. 7. Зависимость крутящего момента М  

на участках вдоль режущей кромки от угловой  
координаты i  при износе zh   0 (1) и 0,1 мм (2) 
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