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Частотные испытания — важный этап разработки конструкции летательного аппара-
та. В эксперименте собственную частоту изделия идентифицируют по резонансному 
пику его амплитудно-частотной характеристики. Разные датчики вибростенда дают 
различные амплитудно-частотные характеристики. При этом резонансные пики, по-
лученные разными датчиками для одной и той же собственной частоты изделия, рас-
положены со сдвигом по частоте, составляющим примерно 1 Гц. Наличие сдвига за-
трудняет частотные испытания упругих конструкций с близкими собственными ча-
стотами. Для объяснения этого эффекта использован метод частиц. Частица — это 
материальная точка. Конструкция — совокупность частиц с упругими связями. Каж-
дой частице соответствует своя модель конструкции. Каждая частица «имеет право» 
на свой собственный резонанс, «живет» в своей собственной параллельной реально-
сти и ассоциирована с датчиком ускорений. Число одновременно рассматриваемых 
моделей равно числу датчиков. Результаты независимого анализа конкретной модели 
относятся только к соответствующей частице. При оценке взаимодействия частиц 
третий закон Ньютона использован не в полном объеме. Силы действия и противо-
действия по-прежнему приложены к разным частицам, действуют по одной прямой и 
противоположны по знаку. Но эти силы неодинаковые. Проведено моделирование 
частотных испытаний упругих систем с двумя и тремя степенями свободы. 
Ключевые слова: частотные испытания, упругие конструкции, третий закон Ньюто-
на, метод частиц 

Experimental modal analysis is an important stage in the development of a flying vehicle 
structure. In the experiment, the eigenfrequency of the structure is identified by a corre-
sponding resonance peak of its amplitude-frequency response characteristic. Different sen-
sors in the vibration machine provide different amplitude-frequency response characteris-
tics. The resonance peaks obtained through different sensors for one and the same eigenfre-
quency of the structure are located with a frequency shift of approximately 1 Hz. This 
frequency-shift effect is an obstacle for the experimental modal analysis of structures with 
closely located oscillation modes. This paper explains the frequency-shift effect using the 
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particle approach. A particle is a point mass, and a structure is a system of particles connect-
ed by springs, with each particle associated with its own structural model. Each particle has 
a “right” for its own resonance and “lives” in its own parallel reality. Each particle is associ-
ated with an acceleration sensor. The number of simultaneously considered models is equal 
to the number of sensors. The obtained modal-analysis results are related only to the corre-
sponding particle. Newton’s third law of the particle interaction is not used in full when as-
sessing the particles’ interaction. The action and reaction forces are still applied to different 
particles along the same line in the opposite directions, but these forces are different. Mod-
al-analysis simulation is limited to the 2-DOF and the 3-DOF oscillation models. 
Keywords: experimental modal analysis, elastic linkages, Newton’s third law, particle  
approach 

Усложнение конструкции летательного аппара-
та неизбежно повышает плотность ее частотно-
го спектра. На рис. 1 приведен пример модаль-
ного анализа сборки пластин в программном 
пакете MSC.Nastran. Видно, что разность частот 
собственных колебаний сборки может состав-
лять около 0,1 и 0,01 Гц. 

Особенности экспериментального модаль-
ного анализа сложных конструкций летатель-
ных аппаратов рассмотрены в публикациях [1–
5]. В работе [6] предложен метод модального 
анализа конструкций с близкими собственны-
ми частотами. В эксперименте частота соб-
ственных колебаний конструкции идентифи-
цируется по резонансному пику амплитудно-
частотной характеристики (АЧХ) изделия. Если 

датчиков несколько, то каждый из них дает 
свою АЧХ. При этом резонансные пики АЧХ, 
полученные разными датчиками для одной и 
той же собственной частоты изделия, располо-
жены со сдвигом по частоте, составляющим 
примерно 1 Гц. 

Эффект сдвига резонанса по частоте имеет 
место и при бесконтактных лазерных измерени-
ях [7, 8]. На практике результирующую резо-
нансную частоту получают, как правило, осред-
нением совокупности измеренных АЧХ [2, 9, 10]. 

Внешний вид балки из полипропилена и 
результаты ее частотных испытаний приведе-
ны на рис. 2, а. Задействованы три датчика 
(четвертый задний черный датчик на монтаж-
ной плите вибростенда контролирует работу 

 
Рис. 1. Пример модального анализа сборки пластин в программном пакете MSC.Nastran 
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оборудования). Показаны три АЧХ для трех 
датчиков, цвет крепления датчика соответ-
ствует цвету кривой. Сдвиг резонансных пи-
ков АЧХ по частоте составляет 0,4 Гц. Следует 
отметить, что для полимерных и композитных 
материалов сдвиг резонансного пика можно 
объяснить наличием значительного внутрен-
него трения [11–13].  

Результаты частотных испытаний изделий с 
низким внутренним трением приведены на 
рис. 2, б и в. Задействованы три датчика. Для 
стальной пластины сдвиг резонансов по частоте 
составляет 0,7 Гц (см. рис. 2, б), для стальной 
коробчатой оболочки — 0,4 Гц (см. рис. 2, в). 
Испытания проведены в лаборатории динами-
ческих испытаний кафедры «Аэрокосмические 

 

 

 
Рис. 2. Внешний вид изделий (слева) и результаты их частотных испытаний (справа): 

а — балки из полипропилена; б — стальной пластины; в — стальной коробчатой оболочки 
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системы» МГТУ им. Н.Э. Баумана на вибро-
стенде V55 Data Physics [14]. 

Цель работы — показать, что данный экспе-
риментальный эффект можно объяснить путем 
введения в рассмотрение неньютоновского 
упругого элемента. 

 
Основные допущения. Для объяснения эффек-
та сдвига резонансного пика АЧХ по частоте ис-
пользован метод частиц [15–17]. Частица — это 
материальная точка. Конструкция — совокуп-

ность частиц. Чтобы понять изложенное далее, 
необходимо изменить свое отношение к частице. 
Обычно частицы ассоциированы с серыми без-
ликими «рабами», беспрекословно выполняю-
щими работу в рамках одной и той же модели 
(рис. 3, а). 

Отнесемся к каждой частице с уважением 
(рис. 3, б). Главная частица реальности — ярко-
красная. Соседняя частица — бледно-розовая. 
Дальние частицы — серые. Будем считать, что 
каждая главная частица имеет право на свой 

 

 
Рис. 3. Графическое представление частиц-рабов (а) и частиц, имеющих право на собственный резонанс (б) 
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собственный резонанс и живет в собственной 
параллельной реальности. 

В контексте частотных испытаний каждая 
главная частица ассоциирована с датчиком 
ускорений, и ей соответствует своя модель 
упругой конструкции. Эти модели различаются 
способом взаимодействия рассматриваемой 
частицы с соседями. Результаты частотных ис-
пытаний каждой конкретной модели относятся 
только к соответствующей главной частице (к 
ассоциированному датчику). 

Будем считать, что в своей параллельной ре-
альности главная частица отталкивает силь-
нее, чем притягивает. При этом (вопреки тре-
тьему закону Ньютона) сила действия не равна 
силе противодействия. Это означает, например, 
что жесткость с2 упругого элемента, соединяю-
щего соседние частицы массами m1 и m2 во вто-
рой реальности (рис. 4), расщепляется на жест-
кости 21sc  и 22 ,sc  работающие в противополож-
ных направлениях. В первой реальности 2c  
расщепляется на жесткости 21 fc  и 22 .fc  Здесь и 
далее индекс «s» помечает параметры второй 
реальности, индекс «f» — параметры первой 
реальности. 

Результирующая частотная матрица систе-
мы несимметрична. Формы колебаний — неор-
тогональные. Особенности решения задачи на 
собственные значения для действительной 
несимметричной матрицы рассмотрены в рабо-
те [18]. 

 
Частотные испытания системы с двумя степе-
нями свободы. Проведено моделирование ча-
стотных испытаний рассматриваемой системы 
(рис. 4) с моногармоническим возбуждением. 
Внешнее воздействие Dsin(pt), обозначенное на 
рис. 4 зеленой стрелкой, — кинематическое с 
заданной амплитудой смещения D монтажной 
плиты, t — время. Частота возбуждения p «ска-
нируется» с постоянной скоростью vp в задан-
ном интервале [p0, pend]. Учет коэффициентов 
трения d1 и d2 (показанных на рис. 4 желтыми 
стрелками) обязателен. В противном случае ре-
зонансные пики АЧХ не идентифицируются. 

Система с двумя степенями свободы 
(см. рис. 4) состоит из двух частиц: главной 
(ярко-красной) и соседней (бледно-розовой). 
Частицы — это материальные точки, движущи-
еся только поступательно. 

 
Рис. 4. Расчетные модели системы с двумя степенями свободы для первой (а)  

и второй (б) независимых реальностей 
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В рамках принятых допущений каждая глав-
ная частица системы «живет» в своей собствен-
ной параллельной реальности. Главная частица 
ассоциирована с датчиком ускорений. В каждой 
из двух реальностей главная частица имеет свою 
модель. На рис. 4 упругие элементы обозначены 
синими стрелками. Главная частица отталкивает 
сильнее, чем притягивает. Жесткость упругого 
элемента, расположенного между частицами, 
расщеплена. Чем больше жесткость, тем толще 
стрелка. 

Уравнения динамики системы для двух ре-
альностей имеют следующий вид: 

      
    
      
    

 
 
 
 

1 1 1 1 21 2 1 1 1

2 2 22 2 1 2 2

1 3 1 3 21 4 3 1 3

2 4 22 4 3 2 4

( sin ) ( ) 0;
( ) 0;

( sin ) ( ) 0;
( ) 0.

f

f

s

s

m y c y D pt c y y d y
m y c y y d y
m y c y D pt c y y d y
m y c y y d y

 (1) 

где 1 4y y  — смещения частиц; 1c  — жесткость 
упругого элемента, соединяющего частицу мас-
сой 1m  с соседней частицей. 

Следует отметить, что частотные испытания 
с моногармоническим возбуждением — это не-
стационарный процесс. Уравнения (1) опреде-
ляют задачу Коши с нулевыми начальными 
условиями. Эти уравнения интегрируются ме-
тодом Рунге — Кутты 4-го порядка с автомати-
ческим выбором шага. Требуемый переходный 
процесс реализуется в два этапа. 

На первом этапе осуществляется «раскачка» 
монтажной плиты в течение десяти периодов 

колебаний с постоянной частотой p0. При этом 
амплитуда смещения D(t) нарастает от нуля до 
некоторого заданного значения со скоро-
стью vD. 

На втором этапе частота возбуждения p(t) 
постепенно нарастает в заданном интервале 
сканирования [p0, pend] со скоростью vp. Левая 
граница интервала сканирования составляет 0,1 
от наименьшей первой частоты колебаний, 
правая — 1,2 от наибольшей второй частоты 
колебаний. 

Планирование частотных испытаний начи-
нается с оценки собственных частот и форм 
колебаний системы. Частотная матрица первой 
реальности имеет вид 

      
       

2
1 1 21 1 21

2
22 2 22 2

,f f

f f

m c c d c
c m c d

A  (2) 

где   — характеристический показатель. 
Матрица (2) — несимметричная с действи-

тельными коэффициентами. Задача на соб-
ственные значения является квадратичной. Ее 
решения — комплексные собственные значе-
ния характеристического показателя  1 2,f f  и 
комплексные собственные векторы  
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первой реальности. Второй (единичный) эле-
мент собственного вектора — нормирующий. 
Решения для второй реальности аналогичны. 

 
Рис. 5. Эволюция собственных значений характеристического показателя модели системы  

с двумя степенями свободы на комплексной плоскости 
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Собственные значения характеристического 
показателя  частотной матрицы А — это кор-
ни характеристического полинома 

         4 3 2
0 1 2 3 4 0,a a a a a   (3) 

где 0 1 2 ;a m m   1 1 2 2 1;a d m d m   2 1 2a c m  
  21 2 22 1 1 2 ;f fc m c m d d    3 1 2 21 2 22 1f fa c d c d c d ; 

4 1 22 fa c c . 
Корни уравнения (3) отыскиваются методом 

Ньютона — Рафсона. На рис. 5 показана эво-
люция собственных значений характеристиче-
ского показателя на комплексной плоскости 
(с изменением расщепленных жесткостей упру-

гих связей). С увеличением степени несиммет-
рии матрицы А уменьшается запас динамиче-
ской устойчивости модели. 

При определении j-го собственного вектора, 
соответствующего j-му собственному значению, 
учитывается его единичная нормировка: 

                  

12 11 1 21 1 21
2

22 2 22 2 1
f j fj

f f jj

ym c c d c
c m c d

 

    
  

0
,

0
     1,  2.j  

 

 
Рис. 6. Формы колебаний первого (а) и второго (б) тонов на комплексной плоскости 
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В заданной нормировке (с учетом равенства 
нулю определителя частотной матрицы) 

     1 2
2 22 2 22 1,f j fj jy m c d c      1,  2.j  

Эволюция форм колебаний первого и второ-
го тонов на комплексной плоскости (с измене-
нием расщепленных жесткостей упругих свя-
зей) приведена на рис. 6, а и б соответственно. 
На рис. 6, б формы колебаний второго тона по-
казаны на фоне форм колебаний первого тона. 

Следует отметить, что рассматриваемая си-
стема с несимметричной частотной матрицей 
является неконсервативной вследствие трения 
и так называемого «парного взаимодействия» 
степеней свободы [18]. Поэтому полученные 
формы колебаний неортогональные. Для ис-
следования неортогональности форм исходная 
квадратичная задача на собственные значения  
с вектором y сводится к линейной задаче на 
собственные значения с вектором x удвоенной 
размерности: 
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Введем в рассмотрение матрицу инерции M, 
матрицу демпфирования G и несимметричную 
матрицу жесткости C: 
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Тогда исходная квадратичная задача для 
вектора y имеет вид 

  0;Ay       2 0.My Gy Cy  

Линейная задача на собственные значения 
для вектора x определяется выражением 

  ( ) 0,B Q x  

где  

 
 

   

0
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0
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B
M

   
 

  
 

.
0

G M
Q

M
 

Скалярное произведение векторов    
 2 1( , )x Bx  — степень неортогональности соб-
ственных форм колебаний. На рис. 7 приведена 
зависимость этого безразмерного параметра   
от жесткости 21 fc  (Н/м). Если формы колебаний 
неортогональны, то силы инерции, возникаю-
щие при смещениях по одной форме колебаний, 
совершают работу на смещениях по другой 
форме колебаний. 

Результаты моделирования частотных испы-
таний системы с двумя степенями свободы, по-

 
Рис. 7. Зависимость степени неортогональности   собственных форм колебаний первого  

и второго тонов от жесткости 21 fc  
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лученные путем решения задачи Коши для 
уравнений (1) с нулевыми начальными услови-
ями, приведены на рис. 8. В первой реальности 
датчик ускорений поставлен на первую части-
цу, во второй — на вторую частицу. 

На рис. 8 показан график зависимости изме-
ренных ускорений (м/c2) частиц от частоты (Гц) 
вынужденных колебаний при моногармониче-
ском возбуждении по смещению (монтажной 
плиты вибростенда) заданной амплитуды. 
Сдвиг резонансных пиков АЧХ составляет 
примерно 0,4 Гц. Имеет место качественное со-
ответствие полученных результатов с данными, 
приведенными на рис. 2. 

Приняты следующие значения параметров 
модели и эксперимента: m1 = 1 кг; m2 = 2 кг;  
c1 = 100 Н/м; c21f = 40 H/м; c22f = 60 H/м;  
c21s = 60 H/м; c22s = 40 H/м; d1 = 2 кг/с; d2 =  
= 1 кг/с. Продолжительность первого и второ-
го этапов испытаний — 182,7 и 1000 с соответ-
ственно. Скорость сканирования частоты vp = 
= 0,00298 Гц/с. 
 
Частотные испытания системы с тремя степе-
нями свободы. Рассмотрим систему, состоя-
щую из трех частиц (рис. 9): главной (ярко-
красной), соседней (бледно-розовой) и дальней 
(серой). Будем считать, что каждая частица жи-
вет в своей реальности. Расчетные модели для 
трех независимых реальностей приведены на 
рис. 9. 

Частотные испытания спланируем и прове-
дем по изложенной выше методике. Уравнения 
динамики для трех реальностей имеют следу-
ющий вид: 
      
      
    
      
      
 

 
 
 
 
 


1 1 1 1 21 2 1 1 1

2 2 22 2 1 3 3 2 2 2
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( ) 0,
t

t

y y d y
m y c y D pt c y y d y
m y c y y c y y d y
m y c y y d y

  (3) 

где 1 9y y  — смещения частиц; 3m  и 3d  — мас-
са и коэффициент трения третьей частицы; 

3c  — жесткость упругого элемента, соединяю-
щего соседние частицы массами 2m  и 3m ; 32 ,sc  

33sc  и 32 ,tc  33tc  — жесткости, на которые рас-
щепляется жесткость 3c  во второй и третьей 
реальностях. 

Уравнения (3) определяют задачу Коши с 
нулевыми начальными условиями. Эти уравне-
ния интегрируются методом Рунге — Кутты  
4-го порядка с автоматическим выбором шага. 
Требуемый переходный процесс реализуется в 
два этапа, которые рассмотрены выше. 

Планирование частотных испытаний начи-
нается с оценки собственных частот и форм 

 
Рис. 8. Эффект сдвига по частоте резонансных пиков модели системы с двумя степенями свободы  

для первой ( ) и второй ( ) реальностей 
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колебаний системы. Несимметричная частот-
ная матрица второй реальности системы с тре-
мя степенями свободы имеет действительные 
коэффициенты: 

  
 
   
  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,
a a a

A a a a
a a a

 

где       2
1 1 21 111 ;sa m c c d   2112 ;sa c  13 0;a  

 2221 ;sa c        2
2 22 32 222 ;s sa m c c d   3223 ;sa c  

31 0;a   3332 ;sa c       2
3 33 333 .sa m c d  

Соответствующее частотное уравнение вто-
рой реальности имеет вид 
             6 5 4 3 2

0 1 2 3 4 5 6 0,a a a a a a a  

где 0 1 2 3 ;a m m m    1 1 2 3 2 1 3 3 1 2 ;a d m m d m m d m m   
    2 1 2 3 21 2 3 22 1 3 32 1 3s s sa c m m c m m c m m c m m   
   1 2 3 33 1 2 2 3 1 1 3 2 ;sd d m c m m d d m d d m   

    3 22 1 3 32 1 3 1 2 3 21 2 3s s sa c d m c d m c d m c d m  
    33 1 2 33 2 1 1 2 3 1 3 2s sc d m c d m d d d c d m  

 21 3 2 22 3 1;s sc d m c d m  
    4 1 22 3 1 32 3 21 32 3 1 33 2s s s s sa c c m c c m c c m c c m   
    21 33 2 22 33 1 33 1 2 1 2 3s s s s sc c m c c m c d d c d d  

  21 2 3 22 1 3 32 1 3 ;s s sc d d c d d c d d  
    5 22 33 1 1 33 2 21 33 2 1 22 3s s s s s sa c c d c c d c c d c c d  
  1 32 3 21 32 3 ;s s sc c d c c d  6 1 22 33 .s sa c c c  

На рис. 10 показана эволюция собственных 
значений характеристического показателя моде-
ли системы с тремя степенями свободы на ком-
плексной плоскости (с изменением жесткостей 
c21s, c22s, c32s, c33s). Имеет место уменьшение запаса 
динамической устойчивости модели. Прочие 
реальности рассматриваются аналогично. 

На рис. 11, а приведены результаты модели-
рования частотных испытаний рассматривае-
мой системы с тремя степенями свободы путем 

 
Рис. 9. Расчетные модели системы с тремя степенями свободы для первой (а), второй (б)  

и третьей (в) реальностей 
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решения задачи Коши для уравнений (3) с ну-
левыми начальными условиями. В каждой ре-
альности датчик ускорений поставлен на глав-
ную частицу. 

Построены три графика зависимости изме-
ренных ускорений (м/c2) трех частиц от часто-
ты вынужденных колебаний (Гц) при моно-
гармоническом возбуждении по смещению 

(монтажной плиты вибростенда) заданной ам-
плитуды. Сдвиг третьего резонансного пика 
АЧХ составляет примерно 0,4 Гц. Имеет место 
качественное соответствие полученных ре-
зультатов данным, приведенным на рис. 2. 

На рис. 11, б показано, что для малого трения 
сдвиг (второго резонансного пика) по частоте 
практически отсутствует при c21s = c22s и c32s = c33s, 

 
Рис. 10. Эволюция собственных значений характеристического показателя модели системы  

с тремя степенями свободы на комплексной плоскости 

 
Рис. 11 (начало). Наличие (а) и отсутствие (б) сдвига по частоте резонансных пиков модели системы  

с тремя степенями свободы для первой ( ), второй ( ) и третьей ( ) реальностей 
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т. е. если работает третий закон Ньютона. На 
рис. 11, б хорошо видны периодические измене-
ния ускорений с частотой возбуждения. 

Приняты следующие значения параметров 
модели и эксперимента: m1 = 1 кг; m2 = 3 кг; 
m3 = 2 кг; c1 = 30 Н/м; c2 = 50 Н/м; c3 = 40 Н/м; 
c21f = 40 H/м; c22f = 60 H/м; c21s = 60 H/м; c22s = 
= 40 H/м; c32s = 32 H/м; c33s = 48 H/м; c32t = 
= 48 H/м; c33t = 32 H/м; d1 = 0,2 кг/с, d2 = 0,4 кг/с; 
d3 = 0,3 кг/с. Продолжительность первого и 
второго этапов испытаний — 384,4 и 3000 с со-
ответственно. Скорость сканирования частоты 
vp = 0,0006307 Гц/с. 

Выводы 

1. Рассмотрена задача частотных испытаний 
упругой конструкции. Предложено объяснение 
эффекта сдвига по частоте резонансных пиков 
АЧХ, идентифицируемых разными датчиками 
вибростенда. 

2. Чтобы объяснить этот эксперименталь-
ный эффект, использован метод частиц, рас-
смотрен третий закон Ньютона для взаимодей-
ствия частиц как допущение расчета. При 
оценке взаимодействия частиц модели, сила 
действия не равна силе противодействия.
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