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Масштабные работы по созданию отечественной системы инженерного анализа 
предполагают выполнение огромного числа специализированных задач, каждая из 
которых требует индивидуального подхода и специфического решения. Не исключе-
нием являются и расчеты трубопроводных систем, наиболее просто осуществляемые 
в варианте стержневого представления. Такой подход наиболее эффективен для по-
вышения скорости вычислений, увеличения размерности выполняемых задач и, глав-
ное, для упрощения процедуры моделирования. Рассмотрен вариант определения 
матриц жесткости трубопроводного пространственного элемента, служащих основой 
полного инженерного анализа трубопроводных систем. Приведены верификацион-
ные примеры, подтверждающие надежность и корректность получаемых решений. 

Ключевые слова: матрица жесткости, матрица податливости, вектор узловых нагру-
зок, функции формы, узловые перемещения, нормальные напряжения 

Large-scale work to create a Russian engineering analysis system involves the implementation 
of a considerable number of specialized tasks, each of which requires an individual approach 
and specific solutions. The calculation of pipeline systems that can most easily be performed 
in the version using rods is no exception. Such an approach is the most effective in terms of 
increasing the speed of calculations, increasing the dimension of the tasks performed, and 
most importantly, in simplifying the modeling procedure. In this paper, the authors consider 
the option of determining the stiffness matrices of a spatial element for modeling of pipes, 
which underlie the full engineering analysis of pipeline systems. Verification examples that 
confirm the reliability and correctness of the obtained solutions are presented. 

Keywords: stiffness matrix, ductility matrix, nodal load vector, shape functions, nodal dis-
placements, normal stresses 

Для моделирования отдельных участков трубо-
проводных систем удобнее использовать не 
оболочечные и твердотельные элементы, а ко-
нечные элементы Tube круглого поперечного 

сечения [1–13]. При таком варианте моделиро-
вания участок трубы представляется конечны-
ми элементами, аналогичными стержневым, и 
все методы стержневого анализа после дора-
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ботки и дополнения можно применять для ин-
женерного анализа трубопроводов. 

Задача инженерного анализа трубопровод-
ных систем поставлена в связи с разработкой 
отечественной системы САПР, куда трубопро-
воды входят в качестве конструктивных со-
ставных элементов. Так как участок трубопро-
вода может быть криволинейным, рассмотрим 
именно такую его конфигурацию с целью со-
блюдения общности. 

Для получения универсальных решений ис-
следуем криволинейный двухузловой про-
странственный элемент трубопровода, имею-
щего шесть степеней свободы в каждом узле, 
при приложении к нему таких нагрузок, как 
собственный вес, внешнее и внутреннее давле-
ния, равномерные распределенные по длине 
силы и термические нагрузки. 

Цель работы — определение матрицы жест-
кости изогнутого элемента трубопровода и эк-
вивалентных узловых усилий, возникающих 
под действием распределенных внешних сило-
вых факторов. 

Прямолинейный элемент трубопровода ра-
ботает на растяжение–сжатие, изгиб и круче-
ние, поэтому для него можно использовать 
давно разработанные модели балочных элемен-
тов. Наименее изученным вопросом является 
формирование матрицы жесткости простран-
ственных элементов. 

 
Определение матрицы жесткости изогнутого 
участка трубопровода с постоянным радиу-
сом. Схема изогнутого участка трубопровода 
приведена на рис. 1. 

Вывод матрицы жесткости изогнутого эле-
мента трубопровода основан на использовании 
теоремы Кастилиано, связывающей приложен-
ные силы и вызываемые ими перемещения. Для 
получения полной матрицы применим прин-
цип суперпозиции обобщенных сил. 

Теорему Кастилиано запишем в виде 

   / ,i iu U F  

где iu  — перемещение элемента в направлении 
i-й степени свободы, возникающее под дей-
ствием обобщенной силы ;iF  U  — энергия де-
формации. 

Введем следующие обозначения: R — радиус 
гиба; H и V — горизонтальная xF  и вертикаль-
ная yF  компоненты обобщенной силы;  — 
полный угол гиба, отсчитываемый от узла 1 
к узлу 2 (рис. 2). 

Рассмотрим силовые факторы, возникающие 
под действием узловых нагрузок на расстоянии 
 x R  от начала изогнутого элемента трубо-

провода (рис. 2). 
Полная энергия деформации имеет вид 

      
22 2

0 0 02 2 2

l l l
yx tor

x y tor

MM MU dx dx dx
EJ EJ GJ
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,
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l l l
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где l — длина дуги криволинейного элемента; 
xM  и yM  — изгибающие моменты относи-

тельно осей X и Y; E — модуль упругости мате-
риала элемента; xJ  и yJ  — моменты инерции 
относительно осей X и Y; torM — крутящий мо-
мент; G  — модуль сдвига материала элемента; 

torJ  — момент кручения; N  — осевая (каса-
тельная) сила; F  — площадь поперечного сече-
ния элемента; xk  и yk  — коэффициенты, зави-
сящие от формы сечения, возникающие как  
результат применения формулы Журавского, 
для тонкостенных круглых труб   2;x yk k  

,xQ  yQ  — поперечные силы относительно 
осей X и Y. 

В общем случае для определения матрицы 
гибкости (податливости) элемента, а также мат-

 
Рис. 1. Схема изогнутого участка трубопровода 

 
Рис. 2. Схема силовых факторов, действующих  

на изогнутый элемент трубопровода  
(Mz — изгибающий момент в плоскости гиба) 
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рицы жесткости как обратной величины к мат-
рице податливости, используем теорему Касти-
лиано. 

Рассмотрим часть полной энергии деформа-
ции, отвечающей за изгиб в плоскости элемен-
та. Вклад в эту энергию действия изгибающего 
момента в плоскости элемента вычисляется по 
формуле 

  
  

φ 22

0 0

θ
θ,

2 2

l

z z

MMU dx Rd
EJ EJ

 

где M  — изгибающий момент в плоскости 
элемента; zJ  — момент инерции сечения отно-
сительно оси z. 

Моменты, возникающие в поперечном сече-
нии x элемента под действием силовых факто-
ров, определяются следующими выражениями: 

• от силовых факторов в первом (или на-
чальном) узле 

       1 1 1 1θ 1 cosθ sinθ ;x y zM F R F R M  

• от силовых факторов во втором (или ко-
нечном) узле 
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где 1,xF  2xF  и 1,yF  2yF  — горизонтальные и вер-
тикальные компоненты обобщенных сил, дей-
ствующих в первом и втором узле элемента со-
ответственно; 1zM  и 2zM  — изгибающие мо-
менты, возникающие в первом и втором узле 
элемента. 

Применяя теорему Кастилиано, получаем 
следующие выражения для узловых перемеще-
ний, происходящих под действием обобщенных 
сил в первом узле элемента: 
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где 1,u  1,v  1θz  — перемещения и угол поворота 
первого узла в локальной системе координат в 
плоскости элемента; zJ — момент инерции 
сечения элемента относительно оси z. 

Дифференцируя выражения для узловых 
перемещений, происходящих под действием 

обобщенных сил в первом узле элемента, полу-
чаем 
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После подстановки этих соотношений в 
формулы для узловых перемещений первого 
узла элемента и интегрирования полученных 
выражений имеем 
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где 1 1;yV F  1 1;xH F  1 .zJ J  
Введем матрицу гибкости изогнутого эле-

мента  ,Flex  связывающую его узловые пере-
мещения и силы: 
   Flexu F  

или 

 
    
        
    
    


    



1 1,1 1,12 1

122 ,1 1 12 22,

,
x

z z

u Flex Flex F

Fl Mex Flex
  (2) 

где u  и F  — векторы узловых перемещений и 
сил;  2z  — угол поворота второго узла в ло-
кальной системе координат в плоскости эле-
мента. 

Коэффициенты матрицы (2) являются ко-
эффициентами при соответствующих силовых 
факторах в выражениях для перемещений 

 


, .i
i j

j

uFlex
F

  (3) 
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Найдем верхнюю левую часть матрицы гиб-
кости (2) от изгибающего момента в плоскости 
первого узла элемента: 
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Аналогичным образом получим выражения 
для узловых перемещений, происходящих под 
действием обобщенных сил во втором узле 
элемента: 
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где 2 ,u  2v  — перемещения второго узла в ло-
кальной системе координат в плоскости эле-
мента. 

Дифференцируя выражения для узловых 
перемещений, происходящих под действием 
обобщенных сил во втором узле элемента, по-
лучаем 
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После подстановки этих соотношений в 
формулы для узловых перемещений второго 
узла элемента и интегрирования полученных 
выражений имеем 
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где 2 2 ;yV F  2 2 ;xH F  2 .zJ J  
Найдем нижнюю левую часть матрицы гиб-

кости от изгибающего момента в плоскости 
второго узла элемента 
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В результате найдена следующая связь меж-
ду узловыми перемещениями и силами в плос-
кости гиба: 
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Для получения матриц жесткости необхо-
димо инвертировать матрицы гибкости: 
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Рассмотрим получение подматриц жестко-
сти, связывающих перемещения с усилиями 
разных узлов. Для этого найдем реакции во 
втором узле 2 ,xR  2yR  на воздействие обобщен-
ных сил в первом узле, и наоборот (рис. 3). 
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Из формулы (4) следует зависимость сил, 
возникающих в первом узле от перемещений в 
нем, 
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Подставляя выражение (6) в формулу (5), 
получаем связь между усилиями на втором узле 
вследствие перемещений первого узла: 
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Коэффициенты формул (6) и (7) связаны 
следующим образом: 

 7,1 1,1;K K   7,2 1,2 ;K K     7,6 1,6 ;K K  

 8,1 2,1;K K   8,2 2,2 ;K K     8,6 2,6 ;K K  

      12,1 1,1 2,1 6,11 cos sin ;K K R K R K  

      12,2 1,2 2,2 6,21 cos sin ;K K R K R K  

      12,6 1,6 2,6 6,61 cos sin .K K R K R K  

Аналогичные вычисления выполняем для 
определения реакций в первом узле 1xR  и 1yR  
на воздействие обобщенных сил во втором. 

 
Учет касательных сил. Из формулы (1) следует, 
что вклад действия касательных сил в полную 
энергию деформации учитывается выражением 
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Касательные силы, возникающие в сечении x 
под действием силовых факторов, определяют-
ся следующими выражениями: 

• в первом узле 

     1 1 1os s n ;c ix yN F F  

• во втором узле 

     2 2 2cos sin .x yN F F  

 
Рис. 3. Схема расчета реакций изогнутого участка  

трубопровода 
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Перемещения, происходящие вследствие 
действия касательных сил в первом узле, имеют 
вид 
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Согласно выражению (3), добавки от каса-
тельных сил в верхнюю левую часть мат- 
рицы гибкости определяются следующим  
образом: 
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Аналогичные выражения получаем для под-
матрицы гибкости, соответствующей ее нижней 
левой части, 7,7 ,Flex  7,8 ,Flex  8,7 ,Flex  8,8 .Flex  

Перемещения, происходящие вследствие 
действия касательных сил во втором узле, име-
ют вид 
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Расчет коэффициентов матрицы жесткости 
изогнутого элемента трубопровода для степе-
ней свободы из плоскости гиба. Общий под-
ход к нахождению соответствующих подматриц 
жесткости остается таким же, как и для жестко-

сти в плоскости гиба. Схема изогнутого участка 
трубопровода, нагруженного из плоскости гиба, 
приведена ниже на рис. 4, где w — внешняя си-
ла, приложенная из плоскости гиба; ,AV  AT  и 

AM  — сила из плоскости гиба, крутящий мо-
мент и изгибающий момент из плоскости гиба в 
первом узле соответственно; ,BV  BT  и BM  — 
сила из плоскости гиба, крутящий момент и 
изгибающий момент из плоскости гиба во вто-
ром узле соответственно; V, T и M — сила из 
плоскости гиба, крутящий момент и изгибаю-
щий момент из плоскости гиба в рассматривае-
мом сечении на угловом расстоянии x от перво-
го узла) 

Изгибающий момент, в сечении x, возника-
ющий под действием силовых факторов в пер-
вом узле (обозначенным точкой А) изогнутого 
элемента, 

     sin cos sin ,A AAM x xR M TV x x  

где  1;A zV F   1;A zM M   1.A xT M  
Крутящий момент, возникающий в 

сечении x под действием силовых факторов в 
первом узле элемента, 

      cos ) sin cos .(1tor AА AM x R M x TV xx  

Энергия деформации имеет вид 

   
2 2
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2 2

l l
tor

z tor
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Применяя теорему Кастилиано, получаем 
для параметров первого узла элемента следу-
ющие выражения: 

 
Рис. 4. Схема изогнутого участка трубопровода,  

нагруженного из плоскости гиба 
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• для узловых перемещений 
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• для угла изгиба 
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• для угла закручивания 
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где  .A zJ J  
Соответствующая подматрица гибкости вы-

числяется согласно выражению (3). 
Как уже указывалось, полная матрица жест-

кости получается суммированием подматриц, 
полученных от всех слагаемых в выражении 
энергии деформации. 

 
Вектор узловых нагрузок. Получение эквива-
лентного вектора узловых нагрузок, возника-

ющих под действием температуры, внешнего и 
внутреннего давлений, представляет опреде-
ленные сложности, так как у изогнутого эле-
мента отсутствуют функции формы, и стан-
дартный подход с использованием метода  
конечных элементов в данном случае непри-
меним. 

Вектор сил от воздействия различных сило-
вых факторов можно определить, используя 
уравнения равновесия и метод сил, как это сделал  
исследователь Варрен С. Янг (Warren C. Young)  
в 2002 г. Он же получил явные выражения для 
опорных реакций, там, где это возможно. Од-
нако существуют трудности в применимости 
полученных результатов: наличие эмпириче-
ских коэффициентов, размытость границы в 
данных между тонкими и толстыми трубами, 
большая чувствительность коэффициентов 
матрицы системы уравнений метода сил при 
малых углах гиба, общая громоздкость финаль-
ных выражений. 

В связи с этим для нагрузок, приводящих к 
осевым деформациям гиба, (таких как внешнее 
и внутреннее давления, температурное воздей-
ствие и предварительное натяжение), предлага-
ется вычислять реакции в узлах непосредствен-
но через матрицу жесткости элемента. 

Для этого определяют удлинение гиба, воз-
никающее под действием нагрузки, строят ло-
кальный вектор перемещений в касательных 
направлениях элемента с компонентами полу-
ченных удлинений (рис. 5) и рассчитывают век-
тор узловых реакций { } [ ]{ },R K u  где [ ]K  — 
матрица жесткости элемента; { }u — вектор уз-
ловых перемещений. 

Такой подход к расчету усилий является 
простым и эффективным, при этом реакции 
получаются согласованными по матрице жест-
кости. 

 

 
Рис. 5. Схема вычисления вектора узловых усилий  

(ΔL — удлинение гиба) 
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Тестирование полученной матрицы жестко-
сти на примере изогнутого участка трубопро-
вода под действием сосредоточенной силы в 
плоскости гиба. Для проверки полученной 
матрицы жесткости проведем расчет участка 
трубопровода, изогнутого в виде арки и нагру-
женного сосредоточенной силой (рис. 6). 

Постановка задачи. Участок трубопровода 
с наружным диаметром D0 и толщиной стен-
ки t, изогнутый с радиусом изгиба R, шарнирно 
опертый с обоих концов, нагружен в верхней 
точке С плоскости арки сосредоточенной вер-
тикальной силой Р. В одной из опор (точка В) 
разрешено горизонтальное перемещение. 

Определим угол поворота трубопровода в 
точках опоры А и В, прогиб в среднем сечении 
и горизонтальное смещение опоры В, а также 
возникающие при этом нормальные напряже-
ния в сечении рассматриваемого элемента. 

Исходные данные: модуль упругости E = 
= 2,0 · 105 МПа; коэффициент Пуассона  = 0,3, 
радиус изгиба арки трубопровода R = 1000 мм; 
внешний диаметр трубопровода D0 = 20 мм; 
толщина стенки трубопровода t = 2 мм; сосре-
доточенная сила в плоскости гиба P = 100 Н. 

Аналитическое решение. Максимальные пе-
ремещения, возникающие на конце арки, опре-
деляются [14] максимальными нормальными 
напряжениями 

     изг 4
max

изг
5 10 /463,699 107,83 МПа,M

W
 

где изгM  — изгибающий момент в среднем се-
чении арки,    4

изг /2 5 Н м0 ; 1 мM PR изгW  — 
момент сопротивления сечения, изгW  
 4 4 4

00( – )/(32 463,699 м) мiD D D  ( 16 ммiD  — 
внутренний диаметр трубопровода). 

Результаты расчета конечно-элементной мо-
дели приведены на рис. 7–9. 

 

 
Рис. 6. Схема участка трубопровода, изогнутого  

в виде арки и нагруженного сосредоточенной силой 

 
Рис. 7. Изменение угла поворота сечения  

трубопровода в опоре, рад, относительно оси х 

 
Рис. 8. Распределение нормальных напряжений,  

Н/мм2, по длине трубопровода 
 

    
Рис. 9. Распределения перемещений арочного элемента, мм, по осям Z (а) и Y (б) 
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Результаты расчета конечно-элементных 
моделей и теоретических данных для арочного 
участка трубопровода с разным количеством k 
изогнутых элементов приведены в таблице. 

Анализ полученных данных показал, что их 
точность практически не зависит от количества 
конечных элементов, используемых при моде-
лировании. 

Выводы 
1. Рассмотрен двухузловой пространствен-

ный элемент, имеющий шесть степеней свобо-
ды в каждом узле, для которого с помощью 
энергетического метода Кастилиано получена 
матрица жесткости. 

2. С учетом отсутствия функций форм рас-
смотрены способы получения вектора реакций 

на различные воздействия. Предложен простой 
способ определения этого вектора для нагрузок 
характерного типа. 

3. Проведено тестирование полученной мат-
рицы жесткости на примере участка трубопро-
вода, изогнутого в виде арки при различном 
количестве конечных элементов. Полученное 
решение по перемещениям и углу поворота се-
чения хорошо согласуется с аналитическими 
данными, погрешность не превышает 0,1 %. 

4. Выполнен анализ поведения элемента при 
решении динамических задач. Исходя из изло-
женного, можно утверждать, что представлен-
ный конечный элемент изогнутого участка тру-
бопровода применим для моделирования тру-
бопроводных систем при статических и 
динамических нагрузках. 
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расчетное 
k = 2 k = 4 k = 8 
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Перемещение по оси Y в опоре В арки, мм 53,91 53,90 53,90 53,90 0,02 
Максимальное нормальное напряжение  
в середине арочного участка, МПа 

107,83 106,00 106,00 106,00 1,72 
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