
#1(718) 2020 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 21 

УДК 621.01(075.8) doi: 10.18698/0536-1044-2020-1-21-31 

Структурный синтез семейства плоских  
восьмизвенных кинематических цепей  
рычажных механизмов с многократными шарнирами  
и наиболее сложным трехшарнирным звеном 

В.И. Пожбелко, Е.Н. Куц 
ФГАОУ ВО «Южно-Уральский государственный университет (национальный исследовательский университет») 

Structural Synthesis of a Family of Planar 8-Link 
Kinematic Chains for Linkages with Multiple Joints 
and the Most Complex Ternary Link 

V.I. Pozhbelko, E.N. Kuts 
Federal State Autonomous Educational Institution of Higher Education — South Ural State University 
(National Research University) 

 
Структурный синтез замкнутых кинематических цепей для создания на их основе 
разнообразных механизмов является первым и наиболее проблемным (вследствие 
большой многовариантности структурных решений) этапом креативного проектиро-
вания сложных машин. Рассмотрена задача структурного синтеза возможного семей-
ства плоских восьмизвенных рычажных кинематических цепей с различными много-
кратными шарнирами и наиболее сложным трехшарнирным звеном для построения 
одноподвижных многоконтурных механизмов с многократными шарнирами. Для 
решения задачи предложена методика синтеза, основанная на поиске всех целочис-
ленных решений обобщенной структурной математической модели плоских рычаж-
ных механизмов и выявлении всех структурно-неизоморфных кинематических цепей 
с помощью двухстолбцовой P-матрицы. В результате структурного синтеза получено 
семейство восьмизвенных кинематических цепей с многократными шарнирами, со-
держащее семь новых кинематических структур. Приведены примеры создания одно-
подвижных механизмов с многократными шарнирами на базе полученных структур, 
подтверждающие эффективность использования структурного синтеза и анализа 
сложных механизмов с многократными шарнирами в разных областях современного 
машиностроения (в точных направляющих механизмах, автоматических линиях, тех-
нологических машинах, роботах, манипуляторах и др.). 

Ключевые слова: структурный синтез, MJ-механизм, независимые замкнутые конту-
ры, трехшарнирное звено, многократный шарнир 

Structural synthesis of closed kinematic chains to create various mechanisms is the first and 
most difficult stage of creative design of complex machines due to the large variance of 
possible structural solutions. In this paper, the authors examine the problem of structural 
synthesis of a family of eight-link kinematic chains with multiple joints of various types and 
the most complex three-joint link in order to create multi-loop multiple-joint mechanisms 
with one degree of freedom. To solve this problem, a synthesis technique is proposed based 
on the search for all integer solutions of a generalized structural mathematical model of 
plane linkage mechanisms and the identification of all structurally nonisomorphic 
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kinematic chains using a two-column P-matrix. As the result of the structural synthesis, a 
family of eight-link multiple joint kinematic chains is obtained, which contains seven new 
kinematic structures. Examples of creating 1-DOF mechanisms with multiple joints based 
on the obtained new structures are presented. They confirm the effectiveness of using the 
structural synthesis procedure and analysis of complex mechanisms with multiple joints in 
various areas of modern engineering (precise guiding mechanisms, automatic lines, 
technological machines, robots, manipulators, etc.). 

Keywords: structural synthesis, MJ-mechanism, independent closed loops, three-joint link, 
multiple joint 

Структурный синтез замкнутых кинематиче-
ских цепей (КЦ) для конструирования на их 
основе разнообразных механизмов является 
одним из важнейших этапов проектирования 
сложных машин [1–13]. Ученые-механики дол-
гое время развивали методы синтеза только для 
КЦ с однократными шарнирами (Simple 
Joints — SJ) [14–19]. Для структурного синтеза 
таких КЦ применялись различные методы [20, 
11], основанные на использовании групп Ассу-
ра, комбинаторики, теории графов и матриц 
смежности [21, 22]. 

КЦ с многократными шарнирами (МКШ), 
называемые в зарубежной литературе multiple 
joints (MJ), стали широко применять в совре-
менной технике для создания многоконтурных 
механизмов (MJ-механизмов), так как кон-
струкции с МКШ имеют более компактную 
структуру, меньшую массу и расширенные 
функциональные возможности. 

Поэтому в последние годы многие исследо-
ватели изучают структурный синтез КЦ с МКШ 
[23, 24]. Однако задача структурного синтеза 
КЦ с МКШ является наиболее сложной, что 
связано с необходимостью расчета количества и 
ассортимента МКШ разного типа. 

На сегодняшний день задача структурного 
синтеза имеет характерную особенность: не-
возможно заранее рассчитать число различ-
ных структур, удовлетворяющих начальным 
условиям синтеза. Это требует проверки на 
изоморфность всех синтезируемых на ЭВМ 
структур, число которых имеет порядок фак-
ториала от общего числа звеньев КЦ (сотни 
тысяч схем) [25–27]. В связи с этим разработка 
эффективных методов проверки изоморфно-
сти синтезированных схем становится особен-
но актуальной. 

Цель работы — решение задачи структурно-
го синтеза возможного семейства плоских 
восьмизвенных КЦ с МКШ и наиболее слож-
ным трехшарнирным звеном для создания мно-

гоконтурных плоских рычажных MJ-механиз-
мов в одноподвижных приводах сложных  
машин. 

Для решения указанной задачи предлагается 
использовать комплексный подход профессора 
В.И. Пожбелко [28–30], заключающийся в вы-
боре числа K независимых замкнутых контуров 
в качестве основного структурного параметра, в 
составлении системы структурных уравнений 
(представляющих собой единую структурную 
математическую модель механических систем) 
и в поиске на ее основе всех возможных цело-
численных структурных решений [30–33]. Вы-
явление всех структурно-неизоморфных (т. е. 
неповторяющихся) КЦ будет осуществляться с 
помощью двухстолбцовой P-матрицы. 

 
Базовые понятия в теории MJ-механизмов. 
Рассмотрим замкнутую КЦ механизма с МКШ 
как совокупность двух- (числом 2n ), трех- (чис-
лом 3n ), …, i-вершинных (числом in ) звеньев, 
подвижно соединенных между собой одно-
кратными и/или многократными связями 
(шарнирами). 

С учетом стойки общее число звеньев MJ-
механизма 

       2 3 4 .in n n n n  

Ассортимент этих звеньев в конкретной КЦ 
механизма с изменяемыми замкнутыми конту-
рами числом L определяется выражением 

  [LA]V = [n2 n3 n4 … ni],  (1) 

V — общий MJ-фактор, вводимый при струк-
турном синтезе разных КЦ с SJ-цепями (V = 0) 
и MJ-цепями (V ≥ 1). 

В замкнутой КЦ различают взаимно незави-
симые замкнутые контуры числом K = L – 1, 
которые отличаются друг от друга хотя бы од-
ним звеном или одной кинематической парой. 
В сложных MJ-механизмах для точного расчета 
числа взаимно независимых контуров можно 
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использовать предложенную в работе [28] об-
щую формулу 
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где i — число шарниров; maxi  — максимальное 
число шарниров. 

Общий MJ-фактор V, введенный в выраже-
ние (2) для учета в КЦ числа и разных видов 
шарниров, определяется следующим обра-
зом [28]: 
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где j, maxj  и νj — кратность, максимальная крат-
ность и число МКШ в K-контурной КЦ (K ≥ 2). 

Для определения числа степеней свободы F  
в плоских MJ-механизмах можно использовать 
предложенную в работе [28] новую формулу 
подвижности 
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где f — дополнительная подвижность. 
В отличие от известных классических фор-

мул подвижности [1–3, 7] новое структурное 
уравнение (4) впервые содержит следующие 
составляющие: 

• общий MJ-фактор V, учитывающий по 
формуле (3) разные виды ( j2, j3, j4, …, jmax) и 

число (ν2, ν3, ν4, …, νj max) МКШ каждого вида 
(т. е. число 2v  двукратных шарниров j2 и т. д.  
до νj max); 

• полный ассортимент [LA]V типа (1) требуе-
мого числа ni двух- (i = 2) и многошарнирных 
( 3)i  звеньев, необходимых для построения 

целого семейства MJ-механизмов; 
• дополнительную подвижность ( f ≥ 0) всех 

высших кинематических пар. 
Это позволяет эффективно использовать 

формулу подвижности (4) для решения слож-
ных задач структурного синтеза и анализа мно-
гоконтурных MJ-механизмов при заданных 
входных параметрах синтеза F, K и V. 

Проблему поиска структурно повторяющих-
ся цепей (изоморфных) можно решить с помо-
щью предложенной в работе [34] простой двух-
строчной идентификационной P-матрицы 
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где ( )
LR  — ассортимент замкнутых контуров 

данной КЦ;  max, , , , sA B C L  — число сторон в 
каждом из замкнутых контуров, включая их 
максимальное число max ;sL  , , , ...,a b c q  — пока-
затель, учитывающий число многократных 
шарниров в каждом замкнутом контуре КЦ; 

kr  — ассортимент в виде числовой последова-
тельности рангов  max(2, 3, 4, 5, , )r  звеньев, 
образующих данный замкнутый контур, значе-
ние ранга kr  для каждого из звеньев равно сум-
ме шарниров всех звеньев, присоединенных к 
конкретному звену данной КЦ; maxr  — наи-
большее значение ранга звена. 

Согласно новой концепции неизоморфности 
[34], две сравниваемые между собой по внут-
реннему строению MJ- или SJ-структуры a и b 
являются различными, если имеет место чис-
ленное несовпадение между собой хотя бы од-
ной строки в их матрицах вида (P)a и (P)b в слу-
чае выполнения неравенства 
  ( ) ( ) .a bP P  

В работе [34] показан пример расчета и 
практического применения P-матриц вида (5) 
для установления неизоморфности всего се-
мейства синтезированных восьмизвенных КЦ 
только с однократными шарнирами. 

Структурное представление разнообразных 
многошарнирных звеньев (2 ≤ i ≤ imax) и много-
кратных подвижных соединений звеньев 
(2 ≤ j ≤ jmax) при синтезе и анализе многозвен-
ных КЦ показано на рис. 1. 

  

  
Рис. 1. Структурное представление: 

а — многошарнирных звеньев (2 ≤ i ≤ imax);  
б — многократных подвижных соединений звеньев  

(2 ≤ j ≤ jmax) 
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Целочисленное решение задачи структурного 
синтеза MJ-цепей. Для точного аналитического 
решения задачи структурного синтеза возмож-
ного семейства плоских КЦ одноподвижных 
механизмов (F = 1) с МКШ (V ≥ 1) и наиболее 
сложным трехшарнирным звеном (imax = 3) с 
общим числом замкнутых контуров K = 3 ис-
пользуем общую для плоских рычажных меха-
низмов структурную математическую модель 
В.И. Пожбелко [28, 30] 
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После подстановки в формулу (6) заданных 
входных параметров синтеза F =1 и V ≥ 1 полу-
чаем систему линейных структурных уравнений 
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Система (7) имеет только два целочислен-
ных решения, представляющих собой наборы 
многошарнирных звеньев, 
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на основе которых синтезировано расширенное 
до 24 структур возможное семейство неизо-
морфных восьмизвенных MJ-цепей, представ-
ленных в виде сводного атласа на рис. 2 и име-
ющих разные P-матрицы вида (5). 

При составлении идентификационной  
P-матрицы вида (5) для каждой из представ-
ленных на рис. 2 синтезированных трехконтур-
ных КЦ (из 24 цепей) учитывались следующие 
критерии: 

1) число многократных шарниров в каждом 
из замкнутых контуров КЦ (первая строка мат-
рицы); 

2) значение ранга каждого из звеньев, обра-
зующих данный контур (вторая строка мат-
рицы). 

Например, для схемы № 6 (см. рис. 2) иден-
тификационная матрица P6 рассчитана следу-
ющим образом: 

1) указанный в первой строке матрицы P6 
ассортимент замкнутых контуров КЦ состоит 
из одного четырехстороннего и трех пятисто-
ронних контуров, где четырехсторонний кон-
тур, содержащий один МКШ, обозначен 41, 
первый из пятисторонних контуров, не содер-
жащий МКШ, — 50, второй пятисторонний 
контур, содержащий один МКШ, — 51, третий 
пятисторонний контур, содержащий один 
МКШ, но имеющий другое внутреннее распо-
ложение трехшарнирных звеньев, — 51; 

2) указанный во второй строке матрицы P6 
ассортимент рангов звеньев, образует четыре 
замкнутых контура, где ранг каждого звена рас-
считывается как сумма шарниров всех присо-
единенных к нему других звеньев. Например, к 
трехшарнирному звену в середине КЦ присо-
единены одно двухшарнирное и два трехшар-
нирных звена, т. е. общее число шарниров 2 + 
+ 3 + 3 = 8, следовательно, ранг трехшарнирно-
го звена в середине КЦ r = 8. Аналогично были 
рассчитаны ранги для всех звеньев КЦ. 

Таким образом, на рис. 2 показано семейство 
синтезированных восьмизвенных MJ-цепей: 
№ 1–22 с полным ассортиментом [LA]V=1 = 
= [n2n3n4] = [530]; № 23, 24 с [LA]V=2 = [n2n3n4] = 
= [620]. 

Сравнение сводного атласа схем, приведен-
ных на рис. 2, с известными аналогами [23, 24] 
показывает, что он содержит семь новых  
MJ-цепей (№ 3, 6, 7, 9, 10, 14, 23), из которых 
(путем выбора разной стойки) могут быть обра-
зованы базовые восьмизвенные MJ-механизмы 
для создания из них новых рычажных меха-
низмов с двухкратными шарнирами. 

Например, на основе КЦ № 3 (см. рис. 2) по-
лучен атлас возможных базовых схем вось-
мизвенных одноподвижных MJ-механизмов 
(рис. 3) для дальнейшего построения атласа но-
вых возможных восьмизвенных одноподвиж-
ных трехконтурных преобразующих механиз-
мов с двухкратными шарнирами (с разными 
стойкой и входным звеном), приведенного на 
рис. 4. 

 
Структурный синтез и анализ рычажных ме-
ханизмов с МКШ. Приведенное на рис. 2 се-
мейство синтезированных рычажных MJ-цепей 
с теоретически рассчитанными ассортиментами 
звеньев может быть использовано для создания 
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новых одноподвижных механизмов в разных 
областях техники. 

Пример № 1. Рассмотрим приведенную на 
рис. 2 новую синтезированную трехконтурную 
восьмизвенную КЦ № 3 с двухкратными шар-
нирами (V = 1, j2 (222), число сторон в наруж-
ном контуре L0 = 5). После выбора в КЦ № 3 

наиболее сложного (трехшарнирного) звена в 
качестве стойки, а наиболее простого (двух-
шарнирного) звена в качестве ведущего (вход-
ного) элемента, можно создать базовый MJ-ме-
ханизм № 3–4 (см. рис. 3). Затем на его основе 
может быть спроектирован преобразующий 
MJ-механизм № 3–4–2 (см. рис. 4), а на базе  

 
Рис. 2. Сводный атлас схем семейства синтезированных восьмизвенных MJ-цепей  

при MJ-факторе V = 1 (№ 1–22) и V = 2 (№ 23, 24) 
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последнего — новый механизм летучих нож-
ниц, показанный на рис. 5, а. 

Пример № 2. Рассмотрим изображенную на 
рис. 2 синтезированную трехконтурную вось-
мизвенную КЦ № 12 с двухкратными шарнира-

ми (V = 1, j2 (222), L0 = 6). После выбора в этой 
КЦ наиболее сложного (трехшарнирного) звена 
в качестве стойки, а наиболее простого (двух-
шарнирного) звена в качестве входного элемен-
та, можно сконструировать новый шаговый 

 
Рис. 3. Атлас возможных базовых схем восьмизвенных одноподвижных MJ-механизмов,  

образованных из MJ-цепи № 3 (см. рис. 2) при MJ-факторе V = 1 

 
Рис. 4. Атлас возможных схем восьмизвенных одноподвижных трехконтурных преобразующих механизмов 

 с двукратными шарнирами (с разными стойкой и входным звеном), образованных из синтезированной  
MJ-цепи № 3 (см. рис. 2) и пяти базовых MJ-механизмов (см. рис. 3) при MJ-факторе V = 1 
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механизм транспортирования материалов с 
зубчатой рейкой (рис. 5, б). 

Пример № 3. Рассмотрим приведенную на 
рис. 2 синтезированную трехконтурную вось-
мизвенную КЦ № 22 с двухкратными шарнира-
ми (V = 1, j2 (233), L0 = 7). После выбора в этой 
КЦ наиболее сложного (трехшарнирного) звена 
в качестве стойки, а наиболее простого (двух-
шарнирного) звена в качестве входного элемен-
та можно сконструировать новый двурукий 
робот (рис. 5, в). 

Следует отметить, что для выделения разных 
типов двухкратных шарниров введен дополни-
тельный отличительный признак, указываю-
щий конкретный набор j2 (222) или j2 (223) мно-
говершинных звеньев, образующих в MJ-цепи 
конкретный МКШ. 

В целях дальнейшего быстрого топологиче-
ского анализа и определения числа степеней 
свободы сложных механизмов с МКШ 
(см. рис. 5) используем новые для теории меха-
низмов и машин формулы, предложенные в 
работах [28, 30]: 

• для общего MJ-фактора всей многоконтур-
ной структуры 

      2( 1) 1;jV j v v  

• для числа независимых замкнутых конту-
ров, образуемых звеньями КЦ (n2 = 5, n3 = 3, 
n4 = 0) с одним двухкратным шарниром 

  
          

   

 3
1 11 2 1 ( )
2 2

11 (1 3) 3;
2

iK V i n V n
 

• для числа степеней свободы рычажного 
механизма с МКШ 

  
       

    
 2(3 ) 3 ( 3)

(5 3) 1 1;
iF i n V n V

 

• уравнение проверки собираемости замкну-
той многоконтурной цепи (AVC — Assembly 
Verification Criterion) 

  
     

         


3 4

2( 1) ( 2)

2( 1) 2 2(3 1) 3 1 0.
iAVC K i n V

K n n V
 

 
Выводы 

1. Получено синтезированное на основе це-
лочисленных решений единой структурной 
математической модели расширенное (по срав-

 

  

 
Рис. 5. Механизм летучих ножниц (a), шаговый механизм транспортирования материалов 

 с зубчатой рейкой (б) и двурукий робот (в) 
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нению с известным [23, 24]) семейство трехкон-
турных восьмизвенных MJ-цепей с двух- и трех-
кратными шарнирами, включающие в себя семь 
новых КЦ (шесть с двухкратными шарнирами и 
одну с трехкратным шарниром). 

2. На базе синтезированный восьмизвенной 
MJ-цепи № 3 построены атласы из пяти базо-
вых MJ-механизмов с разной стойкой и из две-
надцати преобразующих MJ-механизмов, один 

из которых использован для создания меха-
низма летучих ножниц. 

3. Эффективность применения процедуры 
структурного синтеза и анализа сложных меха-
низмов с МКШ в разных областях современного 
машиностроения (в точных направляющих ме-
ханизмах, автоматических линиях, технологиче-
ских машинах, роботах, манипуляторах и др.) 
подтверждена результатами данной работы. 
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