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Цилиндрические редукторы применяют в приводах машин для передачи крутящего 
момента от двигателя к рабочему элементу: приводному колесу автомобиля, несуще-
му винту вертолета или барабану конвейера. На валах редуктора установлены цилин-
дрические зубчатые колеса и подшипники. Под действием крутящего момента и сил в 
зацеплении зубчатых колес в сечении вала появляются касательное и нормальное 
напряжения. Последнее изменяется по симметричному циклу и приводит к усталости 
материала. В связи с этим предложена математическая модель для повышения точно-
сти расчета общего коэффициента запаса сопротивлению усталости вала. На основе 
энергетической теории деформации фон Мизеса определены эквивалентные пара-
метры напряжения — амплитуда и среднее. Для оценки запасов прочности вала ис-
пользованы критерии Содерберга, Гудмана, Гербера и ASME. Запас по амплитуде 
напряжения рассчитан в зависимости от предела выносливости материала вала, уточ-
ненного в соответствии с заданными условиями. Запас по среднему напряжению 
определяется относительно предела текучести материала или предела прочности. По-
лучены формулы для расчета общего коэффициента запаса по амплитуде и среднему 
напряжению. При известных коэффициенте запаса и нагрузке стало возможным вы-
числять диаметр вала на стадии предварительного проектирования редуктора по 
условию сопротивления усталости. 
Ключевые слова: цилиндрический редуктор, диаметр вала, сопротивление усталости, 
эквивалентное напряжение, критерии разрушения, коэффициент запаса 

Spur gearboxes are used in machine drives to transfer torque from the engine to the 
machines working element: the driving wheel of the car, the rotor of the helicopter or the 
drum of the conveyor. Spur gears and bearings are mounted on the shafts of the gearbox. 
Under the action of torque and forces in the gearing of the wheels, tangential and normal 
stresses occur in the cross section of the shaft. Normal stress varies in a symmetrical cycle 
and leads to material fatigue. In view of this, a mathematical model is proposed to improve 
the accuracy of calculating the overall safety factor for shaft fatigue resistance. Based on the 
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von Mises deformation theory, equivalent stress parameters (amplitude and the mean) are 
determined. To assess the safety margin of the shaft, Soderberg, Goodman, Gerber, and 
ASME criteria are used. The stress amplitude margin is calculated depending on the 
endurance limit of the shaft material, refined according to the specified conditions. The 
average stress margin is determined relative to the yield strength of the material or the 
ultimate strength. Formulae for calculating the overall safety factor of amplitude and 
average stress are obtained. With a known safety factor and load, it is possible to determine 
the shaft diameter at the preliminary design stage of the gearbox according to the fatigue 
resistance condition. 
Keywords: spur gearbox, shaft diameter, fatigue resistance, equivalent stress, fracture crite-
ria, safety factor 

Цилиндрические редукторы (ЦР) нашли широ-
кое применение в различных областях про-
мышленности: автомобильной, авиационной, 
добычи и переработки ископаемых и др. ЦР 
отличаются от других редукторов высокими 
техническими показателями. Передаточные 
числа ЦР изменяются от 1 до 16000 [1], а пере-
даваемые моменты от 31,5 до 450000 кН·м.  

Благодаря прецизионной обработке зубчатых 
колес редукторы обеспечивают повышенную 
плавность хода и бесшумность работы. Парал-
лельное расположение валов способствует 
уменьшению габаритных размеров и снижению 
массы ЦР [2]. 

Несмотря на многочисленные исследова-
ния в области расчета валов ЦР на усталость, 
остаются разногласия относительно характера 
изменения напряжений в сечении вала, зна-
чимости касательных и нормальных напряже-
ний для общей его прочности, используемых 
критериев разрушения и т. д. Считается [3], 
что при постоянном крутящем моменте каса-
тельные напряжения имеют отнулевой цикл 
(пульсирующий), а нормальные — симмет-
ричный. 

Общий коэффициент запаса в опасном сече-
нии рассчитывают по коэффициентам запаса 
для нормальных и касательных напряжений [4]. 
Это противоречит теориям прочности, соглас-
но которым общий коэффициент запаса при 
совместном действии касательных и нормаль-
ных напряжений определяют по эквивалент-
ному напряжению [5]. 

Цель работы — повышение точности расче-
та общего коэффициента запаса сопротивле-
нию усталости вала ЦР. 

Принято, что при постоянном крутящем 
моменте касательные напряжения остаются 
постоянными, а нормальные изменяются по 
симметричному циклу. Влияние на прочность 
нормальных и касательных напряжений учи-

тывают с помощью эквивалентных параметров 
напряжения — амплитуды и среднего, для чего 
используют энергетическую теорию деформа-
ции. Одновременное действие амплитуды и 
среднего напряжения в расчетной точке вала 
оценивают с помощью критериев разрушения 
Содерберга, Гудмана и др. 

В данной работе коэффициент запаса проч-
ности по амплитуде равен отношению предела 
выносливости к амплитуде эквивалентного 
напряжения. Вследствие большого разброса 
экспериментальных данных предел выносливо-
сти лабораторного образца вычислен по эмпи-
рической зависимости с последующими уточ-
нениями для вала ЦР. 

Расчет общего коэффициента запаса в опас-
ном сечении выполнен на основе коэффици-
ентов запаса по амплитуде и среднему напря-
жению. Математическая зависимость между 
диаметром вала, моментом кручения и коэф-
фициентом запаса по среднему напряжению 
позволяет определять диаметр вала на стадии 
проектирования. 

 
Рис. 1. Схема одноступенчатого ЦР: 

1 — корпус редуктора; 2 — болт; 3 — крышка подшипника; 
4 — подшипник; 5 — шпонка; 6 — шестерня; 7 — вал;  

8 — колесо 
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В прямозубом редукторе (рис. 1) между 
зубьями колес действует нормальная сила nF , 
которую для простоты расчета раскладывают 
на окружную tF  и радиальную rF  силы [6]: 

   кcos 2 ;t nF F T d     sin tg ,r n tF F F  

где  — угол зацепления; Т — крутящий мо-
мент; кd  — диаметр зубчатого колеса. 

При постоянном крутящем моменте силы tF  
и rF  имеют постоянные значения и изгибают 
вал в двух плоскостях. При вращении вала в рас-
четной точке сечения нормальное напряжение 
от его изгиба изменяется по симметричному 
циклу, а касательное остается постоянным. Ам-
плитуды напряжения  ,a a  и средние напря-
жения  ,m т  от изгибающего М и крутящего Т 
моментов [7] определяются следующим образом: 
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где K  и K  — коэффициенты концентрации 
напряжений при изгибе и кручении; aM  и aT  — 
амплитуды моментов,  ,aM M   0;aT  d — 
диаметр вала; mM  и mT  — средние значения 
моментов,  0,mM   .mT T  

При одновременном действии нормального и 
касательного напряжений вычислим эквива-
лентные амплитуду напряжения A  и среднее 
напряжение M  в соответствии с энергетиче-
ской теорией прочности фон Мизеса [8]: 
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(2) 

При расчете сопротивления усталости проч-
ность вала зависит от совместного действия эк-
вивалентных напряжений, амплитуды A  и 
среднего напряжения M . Их влияние оценива-
ют с помощью критериев разрушения (рис. 2) [9]: 
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где  1  — предел выносливости материала; т  — 
предел текучести; n — общий коэффициент запа-
са по амплитуде и среднему напряжению; в  — 
предел прочности. 

Предельные напряжения A  и M  в точке B 
линии Гудмана определяют граничное значе-
ние общего коэффициента запаса (n = 1). 
Напряжения в точке А, расположенной в зоне 
неограниченной долговечности, обеспечива-
ют более высокое значение коэффициента 
запаса (n > 1) (см. рис.2). 

Результаты испытаний материалов на уста-
лость имеют большую дисперсию. Разброс от-
ношений предела выносливости материала ла-
бораторного образца 

 1  к пределу прочности 

 1 в  составляет 40…60 %. При отсутствии 

более точных измерений предел выносливости 
образца определяют следующим образом [9]: 
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 (7) 

В расчетной точке вала предел выносливо-
сти вычисляют с помощью уточняющих фак-
торов [9]: 
 

   1 1,a b c d e fk k k k k k  (8) 

где , , , ,a b c d ek k k k k  и fk  — факторы шерохова-
тости поверхности, масштаба, нагрузки, темпе-
ратуры, надежности и специальных воздей-
ствий соответственно. 

 
Рис. 2. Графики критериев разрушения Содерберга (1), 

Гудмана (2), ASME (3) и Гербера (4): 
I и II — зоны неограниченной и ограниченной  

долговечности 
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Таблица 2 
Значения фактора температуры 

t, °C dk  t, °C dk  

20 1,000 300 0,975 
50 1,010 350 0,943 

100 1,020 400 0,900 
150 1,025 450 0,843 
200 1,020 500 0,768 
250 1,000 550 0,672 

 
Фактор поверхности 

 в ,b
ak a  

где a и b — коэффициенты, зависящие от каче-
ства поверхности вала после технологической 
обработки (табл. 1) [7]. 

Масштабный фактор определяют следую-
щим образом: 
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Фактор нагрузки учитывает вид и форму 

напряжений в сечении вала: 
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0,59 при кручении.

с
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 (10) 

Фактор температуры dk  находят по табл. 2 [8]. 
Для других температур t   (20 C 550 C)  

можно использовать регрессию 
       3 5 20,9762 0,7178 10 0,2325 10 ,dk t t  °C. 

Обычно эксперименты дают средние значе-
ния пределов выносливости со стандартным 
отклонением до 8 % [10]. В соответствии с этим 
для расчета фактора надежности используют 
формулу 

 1 0,08 ,ek z  

где z  — квантиль стандартного нормального 
распределения. 

Значения фактора надежности ek  приведе-
ны в табл. 3, где R — надежность. 

Фактор специальных воздействий fk  учи-
тывает влияние остаточных напряжений, по-
верхностного упрочнения, коррозии, покрытий 
(хромом, никелем, кадмием и др.), частоты 
циклов напряжений, повреждения поверхности 
при посадках с натягом и т. п. В первом при-
ближении 1.fk  В ответственных случаях тре-
буется уточнение [11]. 

Критерии Содерберга и Гудмана относятся к 
консервативным и при одинаковых условиях 
дают коэффициенты запаса n ниже, чем крите-
рии Гербера и ASME. Последние лучше соот-
ветствуют экспериментальным данным [7]. По-
сле преобразования формул (3)–(6) получаем 
выражения для определения коэффициента 
запаса по критериям: 

• Содерберга 
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 
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• Гербера 
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где An  — запас по амплитуде,  


1
A

A
n  
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

 
 

3 3
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32 a

d d
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Таблица 1 
Значения коэффициентов качества поверхности 

вала после технологической обработки 

Тип обработки a b 

Шлифование 1,58 –0,085 
Точение  
или холодная протяжка 4,51 –0,265 

Горячая прокатка 57,70 –0,718 
Ковка или штамповка 272,00 –0,995 

 

Таблица 3 

Значения фактора надежности 

R, % z  ek  R, % z  ek  

50 0 1,000 99 2,326 0,814 
90 1,288 0,897 99,9 3,091 0,753 
95 1,645 0,868 99,99 3,719 0,702 
97 1,881 0,850 99,999 4,265 0,659 

 



#7(712) 2019 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 7 

запас по среднему напряжению, 
 
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Запас по амплитуде An  вычисляется одина-
ково для всех критериев. Запас по среднему 
напряжению тMn  рассчитывается относительно 
предела текучести т  для критериев Содерберга 
и ASME, а запас вMn  — относительно предела 
прочности в  для критериев Гудмана и Гербера. 

Критерии разрушения, за исключением кри-
терия Содерберга, не учитывают возможного 
появления напряжений выше предела текуче-
сти т ,  вызывающих остаточные деформации 
вала. Чтобы это исключить, рассчитывают ко-
эффициент запаса по статической прочности: 

 



т
т

max
.n  (15) 

Здесь max  — максимальное эквивалентное 
напряжение,    2 2

max ,MA  где амплитуду 
эквивалентного напряжения A  вычисляют по 
формуле (1), а среднее эквивалентное напряже-
ние M  — по выражению (2). 

При проектном расчете вала его диаметр 
определяют приближенно по заданным запасам 

тMn  = 3,25…4,00 или вMn  = 4,5…5,5, по крутя-
щему моменту Т, материалу  в т( , )  и коэффи-
циенту концентрации напряжений при круче-
нии  .K  Полученный диаметр вала служит для 
вычисления его длины, изгибающих моментов и 
запаса по амплитуде. В результате получают об-
щий коэффициент запаса, близкий к n = 1,5…2,0. 

При проверочном расчете отдельных участ-
ков вала его диаметр определяют в зависимости 
от общего коэффициента запаса n. Преобразо-
вание выражений (11)–(14) относительно диа-
метра дает расчетные формулы в соответствии 
с критериями разрушения: 

• Содерберга 
    1 3

т ;d n C D  

• Гудмана 

    1 3
в ;d n C D  

• Гербера 

 
       

1 311 22 2 2
в в0,25 0,5 ;d nD C D С  

• ASME 

   
 

1 31 22 2
т .d n C D  

Для иллюстрации вычислений по приведен-
ным формулам рассчитаем вал одноступенчато-
го ЦР (рис. 3). Материал вала — сталь 45 [12] 
(в = 900 МПа, т = 650 МПа). Крутящий мо-
мент Т = 1380 Н∙м, коэффициент концентрации 
напряжений при кручении для шпоночного 
паза Kτ = 2,05 [11]. 

Чтобы определить диаметр вала в сечении 
А – А, используем выражение (12) для вычисле-
ния коэффициента запаса n по критерию Гудма-
на. Согласно рекомендациям, принимаем запас 
по среднему напряжению в 4,5Mn  и рассчи-

тываем 
  

   
3

в в
8,8 2,05 1380 108,8

900mD K T  

 327658 мм . Выразив из выражения (12) диа-
метр, получаем    33 в в 4,5 27658Md n D  
49,93 мм.  Окончательно принимаем d = 50 мм. 

Определим предел выносливости материала 
для образца по формуле (7): 

   1 0,5 900  
 450 МПа.  Уточним предел выносливости ма-
териала для вала ЦР по выражению (8):  1  

0,7435 0,8159 1,0 1,02 0,814 1 450 226,6 МПа.       
 Здесь коэффициент шероховатости поверхности 

  0,2654,51 900 0,7435ak  вычислен с исполь-
зованием значений, приведенных в табл. 1; мас-
штабный коэффициент  0,8159bk  рассчитан по 
выражению (9), а фактор нагрузки 1,0сk  — по 

 
Рис. 3. Схема к расчету вала одноступенчатого ЦР: 

 

1 — подшипник; 2 — шпонка; 3 — колесо зубчатое;  
4 — вал 
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формуле (10); факторы температуры 1,02сk   
и надежности  0,814ek  найдены с помощью 
табл. 2 и 3; фактор специальных воздействий 

1.fk  
После определения длины вала и изгибающих 

моментов (см. рис. 3), составивших xzM  = 290 Н∙м 
и xyM  = 280 Н∙м, рассчитаем коэффициент запа-

са по амплитуде   
3 350 3,095.

40388A
dn
C

 Здесь  

3
3

1

10,32 10,32 2,2 403,1 10 40388мм ;
226,6

aK MC 



  
  


  

коэффициент концентрации напряжений при 
изгибе для шпоночного паза   2,2K ; момент 

     2 2 2 2290 280 403,1Н м.a xz xyM M M  
В итоге с помощью формул (12) и (13) получа-

ем общие коэффициенты запаса по критериям: 
• Гудмана 


 


3,095 4,5 1,834;
3,095 4,5

n  

• Гербера 

       
2 24,5 3,095 0,25 4,5 0,5 4,5 2,291.

3,095
n  

Вычислим с помощью соотношения (15) ко-
эффициент запаса по статической прочности: 


  


т
т

max

650 3,062.
212,3

n  

Здесь максимальное эквивалентное напря-
жение  
      2 2 2 2

max (72,26) (199,6) 212,3 МПа,MA  
где амплитуда эквивалентного напряжения 
  72,26 МПаA  рассчитана по выражению (1), 
а среднее эквивалентное напряжение M   

199,6 МПа  — по формуле (2). 

Результаты расчета показали, что по крите-
рию Гербера коэффициент запаса больше, чем 
по критерию Гудмана, а запас по статической 
прочности выше запасов по обоим критериям. 

Выводы 
1. При постоянном крутящем моменте нор-

мальные напряжения изменяются по симмет-
ричному циклу, а касательные остаются посто-
янными. 

2. При совместном действии нормальных и 
касательных напряжений в сечении вала ЦР его 
прочность вычисляется по эквивалентному 
напряжению. 

3. В соответствии с энергетической теорией 
прочности определены эквивалентные пара-
метры напряжения — амплитуда и среднее. 

4. Влияние на прочность вала амплитуды 
напряжения и среднего напряжения следует 
оценивать с помощью критериев разрушения 
Содерберга, Гудмана, Гербера и ASME. 

5. Критерии разрушения делят область 
напряжений на две зоны — с неограниченной и 
ограниченной долговечностью — в зависимо-
сти от соотношения амплитуды и среднего 
напряжения. 

6. Общий коэффициент запаса для опасного 
сечения вала определяется коэффициентами 
запаса по амплитуде и среднему напряжению. 

7. Предварительное вычисление диаметра 
вала на стадии проектирования выполняется с 
помощью коэффициента запаса по среднему 
напряжению. 

8. Для уточненного проверочного расчета 
диаметров вала на отдельных участках по за-
данным коэффициентам запаса разработаны 
компактные формулы. 
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