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Теория зубчатых зацеплений, в частности кинематика, насчитывает большую исто-
рию, в которую вписаны имена таких великих математиков, как Л. Эйлер, Х. Гюйгенс 
и П.Л. Чебышев. Эта теория достаточно подробно изложена во многих работах. Од-
нако в ней недостаточно внимания уделено просто формулируемому, но сложно ре-
шаемому вопросу выбора уравнений кривых, описывающих центроиды в плоском 
зубчатом зацеплении, при которых движение передается с постоянным отношением 
угловых скоростей. Методы анализа плоского зубчатого зацепления основаны на по-
ложении о существовании центра зацепления — точки, в которой скорости звеньев 
равны и через которую проходит общая нормаль к центроидам, т. е. на теореме Вил-
лиса. В основу настоящей работы положено утверждение о том, что проекции скоро-
стей общей точки на общую нормаль одинаковы. Представлен вывод уравнений, ко-
торым должны удовлетворять уравнения кривых, чтобы выполнялось условие посто-
янства угловых скоростей. В общем случае необходимо, чтобы три неизвестные 
функции отвечали четырем ограничениям: обе кривые имеют общую точку (два огра-
ничения), в этой точке нормали к кривым параллельны, проекции скоростей общей 
точки на нормаль одинаковы и определяются угловыми скоростями звеньев. В каче-
стве примера рассмотрены наиболее распространенные формы кривых: эвольвента, 
эпи- и гипоциклоиды. Показано, что для эвольвенты все ограничения выполняются, в 
то время как при использовании эпи- и гипоциклоид передача вращения с постоян-
ным передаточным отношением невозможна. Описан вариант, когда задана форма 
лишь одной кривой, а форма другой вычисляется исходя из условия постоянства пе-
редаточного отношения. Для примера выведены уравнения, где в качестве первой 
кривой выбраны гипоциклоида и прямая. 
Ключевые слова: плоское зубчатое зацепление, центроида, передаточное отношение, 
эвольвента, эпициклоида, гипоциклоида 

The theory of gearing, and kinematics in particular, has a long history, in which the names 
of great mathematicians such as Euler, Huygens, Chebyshev are inscribed. This theory is 
described in detail in many works, yet insufficient attention is paid to the simply 
formulated, but difficult to solve problem of selecting equations of curves describing 
centroids in a flat gearing, in which motion is transmitted with a constant ratio of angular 
velocities. The existing methods for analyzing the flat gearing are based on the premise 
about the existence of a center of engagement, the point at which the velocities of the links 
are equal, and through which the common normal of the centroid passes, that is, on the 
Willis theorem. This work is based on the assertion that the projections of the velocities of 
the common point on the common normal are the same. The paper presents the derivation 
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of equations that the equations of curves must satisfy in order to fulfil the condition of 
constancy of the angular velocities. In general, it is necessary that three unknown functions 
satisfy four constraints: both curves have a common point (two restrictions), the normals to 
the curves are parallel at this point, the projections of velocities of the common point on the 
normal are identical and determined by the angular velocities of the links. As an example, 
the most common forms of curves are considered: the involute, the epicycloid, and the 
hypocycloid. It is shown that for the involute all the constraints are satisfied, while the 
transmission of rotation with a constant gear ratio is impossible when using the epicycloid 
and the hypocycloid. A variant is considered where the form of only one curve is given, and 
the form of the second curve is calculated proceeding from the condition of constancy of the 
gear ratio. As an example, equations are derived where the hypocycloid and the straight line 
are chosen as the first curve. 
Keywords: flat gearing, centroid, gear ratio, involute, epicycloid, hypocycloid 

Проектированию зубчатых колес (ЗК) и анали-
зу кривых зацепления, обеспечивающих опти-
мальные с разных точек зрения параметры зуб-
чатых передач, посвящено большое количество 
работ [1–9]. Однако в них недостаточно внима-
ния уделено вопросу выбора уравнений кри-
вых, описывающих центроиды в плоском зуб-
чатом зацеплении, при которых движение пе-
редается с постоянным отношением угловых 
скоростей [10–12]. 

Цель работы — анализ вопроса выбора кри-
вых зацепления плоских ЗК, обеспечивающих 
постоянство передаточного отношения. 

Рассмотрим задачу передачи вращения от 
оси O1 к параллельной ей оси O2 (рис. 1). 

В точках O1 и O2 расположены центры вра-
щения ЗК 1 и ЗК 2. Окружности с центрами в 
этих точках радиусами R1 и R2 являются гео-
метрическими местами мгновенных центров 
вращения в системах координат первого ЗК и 
второго ЗК соответственно, точка P — мгновен-
ным центром вращения в относительном дви-
жении звеньев. На первом ЗК и втором ЗК 
имеются кривые M1 и M2. Если эти кривые — 
эвольвенты, то каждая из них начинается на 
соответствующей окружности с центрами в 
точках O1 и O2 и радиусами r1 и r2. 

В общей точке двух кривых K общая нор-
маль n-n является общей касательной окружно-
стей эвольвент. С первым ЗК свяжем подвиж-
ную декартову систему координат O1x1y1, кото-
рая расположена так, что ее начало находится в 
точке O1, ось O1x в начальный момент направ-
лена вдоль прямой O1O2, а ось O1Y — вертикаль-
но вверх. Для второго ЗК введем подвижную 
декартову систему координат O2x2y2 с началом в 
точке O2, осью O2x в начальный момент, 
направленной вдоль прямой O1O2, и осью O2y, 
направленной вертикально вверх. 

Вращение между осями передается путем 
перекатывания кривой M1, закрепленной на 
первом ЗК по кривой M2, закрепленной на вто-
ром ЗК. Условие передачи вращения состоит в 
том, что в точке касания кривых проекции ско-
ростей на общую нормаль должны быть равны. 
В системах координат, связанных с ЗК с нача-
лом координат на осях вращения, уравнения 
кривых имеют вид 
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где  1 2,  — параметры, определяющие формы 
кривых. 

В основе теории плоских зацеплений лежит 
теорема зацепления (теорема Виллиса) [13]. 
В современной трактовке эта теорема звучит 
так: общая нормаль к профилям, проведенная в 
точке их касания, проходит через полюс зацеп-
ления. Полюсом зацепления называется точка, 
лежащая на прямой, соединяющей центры ЗК 
(точки O1 и O2), и делящая отрезок O1O2 в от-
ношении, обратно пропорциональном угловым 
скоростям первого ЗК (см. рис. 1). 

 
Рис. 1. Передача вращения с помощью центроид 
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Эта теорема следует из трех утверждений: 
1) проекции линейных скоростей общей 

точки центроид на общую нормаль равны; 
2) скорости точек пересечения общей нор-

мали с осью O1O2 отличаются от проекций ско-
ростей общей точки на векторы, перпендику-
лярные общей нормали; 

3) так как проекции скоростей точки пересе-
чения на общую нормаль равны между собой, а 
обе скорости направлены перпендикулярно 
прямой O1O2, равны и сами скорости, т. е. 
  1 1 2 2 ,R R  где 1  и 2  — угловые скорости 
первого и второго ЗК. 

Таким образом, предполагается, что значе-
ния угловых скоростей известны, или, что рав-
носильно, известно передаточное отношение. 
Откажемся от этого предположения. 

Рассмотрим случай, когда оба ЗК вращаются 
с постоянными угловыми скоростями 1  и 2 ,  
причем первая может принимать произвольное 
значение, а вторая зависит от геометрии систе-
мы и первой угловой скорости. Тогда в непо-
движной системе координат уравнения кривых 
имеют вид 
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где t — время, отсчитываемое от начала дви-
жения. 

Единичные векторы нормали к кривым  
в подвижной и неподвижной системах коор-
динат определяются следующими уравне-
ниями: 
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где 1 2,r rn n  — векторы нормали к кривым в по-
движных, связанных с ЗК системах координат; 

1 2,n n  — векторы нормали к кривым в непо-
движной системе координат. 

При вращении ЗК с угловой скоростью ω 
вектор линейной скорости точки с координа-
тами  ( ), ( )x y  в связанной системе координат 
имеет вид 
      ( ), ( ) ,y xv  

где   — параметр, определяющий положение 
точки на кривой. 

Проекция скорости на нормаль определяет-
ся выражением 
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Таким образом, проекции скорости на нор-
маль для первого и второго ЗК имеют вид 
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При обкатке ЗК, когда кривая M1 движется, 

обкатывая кривую M2, должны выполняться 
следующие равенства: 
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т. е. 
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Второе уравнение системы (1), отражающее 
равенство единичных касательных векторов 
кривых, очевидно, можно представить в экви-
валентном виде 
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При заданных уравнениях кривых M1 и M2 и 
постоянных угловых скоростях ЗК должны су-
ществовать две функции времени  1 2( ), ( )t t  и 
постоянный параметр 2 ,  при которых четыре 
уравнения (1) справедливы для любого t. 

В общем случае такая задача неразрешима. 
Исследуем, как можно применить эти уравне-
ния для двух самых распространенных на прак-
тике кривых — эвольвенты и циклоиды. 

 
Рассмотрим случай эвольвенты для построе-
ния сопрягаемых кривых на ЗК. Уравнения 
эвольвент имеют вид [14] 
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где 1 2,R R  — параметры, определяющие соответ-
ствующие радиусы окружностей, разверткой 
которых получаются эвольвенты;  1 2,  — па-
раметры положения начальных точек эволь-
вент на этих окружностях. 

Для эвольвент уравнения (1) записываются 
следующим образом: 
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Упрощая, получаем 
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Согласно третьему уравнению системы (2), 
угловая скорость второго ЗК при постоянной 
угловой скорости первого ЗК также будет 
неизменной, а их отношение обратно пропор-
ционально параметрам эвольвент 1 2, .R R  Из 
второго уравнения системы (2) следует, что 

       2 2 2 1 1 1 .t t   (3) 

Первое векторное уравнение системы (2) 
преобразуем к виду 
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Из этого уравнения с учетом выражения (3) 
получаем 
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Таким образом, наряду с определением уг-
ловой скорости    2 1 2 1( / )R R  получены не-
известные функции  1 2( ), ( ).t t  Тем самым для 
эвольвенты задача решена полностью. 

 
Рассмотрим случай использования гипо- и 
эпициклоид для построения сопрягаемых 
кривых на ЗК [14]. На рис. 2 показаны две не-
подвижные точки O1, O2, в которых расположе-
ны оси вращения ЗК 1 и ЗК 2. 

В этих точках проведены окружности радиу-
сами R1 и R2. Расстояние между центрами 
окружностей равно сумме радиусов, т. е. 
окружности касаются друг друга. Система ко-
ординат O1XY расположена так, что ее начало 
находится в точке O1, ось O1X направлена вдоль 
прямой O1O2, ось O1Y направлена вверх. Внутри 
первой окружности находится окружность ра-
диусом r, центр которой расположен на пря-
мой O1O2, и которая касается двух больших 

 
Рис. 2. Использование гипо- и эпициклоид  

для построения центроид 
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окружностей. Первая из сопрягаемых кривых — 
гипоциклоида образуется при качении этой 
окружности вдоль первой окружности радиу-
сом R1, вторая — эпициклоида — при ее качении 
вдоль второй окружности радиусом R2. 

Уравнения гипоциклоиды и соответствую-
щие величины в системе координат O1XY име-
ют следующий вид [14]: 
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Уравнения эпициклоиды и соответствующие 
величины в системе координат O2XY имеют 
следующий вид: 
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Уравнения (1) в случае гипо- и эпициклоид 
записываются как 
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Упростим второе уравнение системы (5) 
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Первое уравнение системы (5), в котором 
приравнены два вектора, можно представить в 
виде пары скалярных уравнений 
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В начальный момент времени t = 0 все углы 
равны нулю и уравнения (5), которым должны 
удовлетворять уравнения кривых, указанные в 
выражениях (1), справедливы при угловой ско-
рости 

    1
2 1

2
.R

R
  (8) 

Рассмотрим третье из уравнений систе-
мы (5). Очевидно, что оно справедливо для всех 
значений углов 1  и 2  при условии выполне-
ния равенства 
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Из соотношения (9) следует, что 
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R r R
R r R

   (10) 

Подставляя выражение (10) в уравнение (6), 
получаем 
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Из формулы (11) находим 
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Нетрудно показать, что при выборе функ-
ций 2( ),t  1( )t  и параметра 2  по формулам 
(10), (12) и (8) уравнения (7) будут неверными. 

Таким образом, при использовании в качестве 
сопрягаемых кривых гипо- и эпициклоид не-
возможно достигнуть постоянной скорости ве-
домого ЗК. 

Рассмотрим случай, когда известна лишь 
форма одной кривой 

    1 1 1 1 1( ), ( ) .x yR  

Форма одной из кривых может быть произ-
вольной [15], а форма другой определяется фор-
мой первой кривой и параметрами  1 2 1 2, , , .R R  

В неподвижной системе координат при 
вращении первого и второго ЗК с угловыми 
скоростями 1 и 2 предполагаемая точка пер-
вой кривой, вступающая в контакт с точкой 
второй кривой, описывается уравнением 
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Радиус-вектор точки второй кривой в непо-
движной системе координат с центром в точке 
O2 можно записать в следующем виде: 
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где  1 2 1 2 .O O R R  
Первая точка вращается вокруг оси O1 с уг-

ловой скоростью 1, вторая вокруг оси O2 с уг-
ловой скоростью 2. Их линейные скорости 
определяются выражениями 
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Пусть  ( , )x yn nn  является вектором общей 
нормали к кривым M1 и M2. Тогда проекции 
скоростей первого и второго ЗК на этот вектор 
должны быть одинаковыми, т. е. 

    1 2( ) 0.n v v  

Из этого равенства следует, что 
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Из последнего равенства получаем 

           
2

1 1 1 2
2 1 2 1

, , 0 .kX Y O On   (14) 

Таким образом, прямая, проведенная через 
общую точку в направлении общей нормали, 
делит расстояние между осями в отношении, 
обратно пропорциональном угловым скоро-
стям. Это утверждение представляет содержа-
ние основной теоремы зацепления (теорема 
Виллиса). 

Из равенства (14) следует, что расстояние от 
точки O1 до точки пересечения общей нормали 
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2 1
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Выражения (13) показывают, что в общей 
точке вектор нормали к первой кривой есть 
функция координат этой же точки. Если исхо-
дить из этого, угол 1( ),t  определяющий коор-
динаты точки кривой M1 в подвижной системе 
координат, в которой получено уравнение 
кривой M1, является решением уравнения,  
основанного на том, что векторы kn  и 

   1 1 1 1 1 1( ( )/ , ( )/ )dx d dy d  ортогональны. 
Вектор kn  в подвижной системе координат 

описывается уравнениями 
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Таким образом, условия ортогональности 
векторов kn  и    1 1 1 1 1 1( ( )/ , ( )/ )dx d dy d  можно 
представить в виде 
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Если решение уравнения (15) известно, т. е. 
известна функция 1( )t , то вторая кривая в си-
стеме координат, связанной со вторым ЗК, 
определяется уравнениями 
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Вектор касательной к кривой описывается 
выражением 
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В неподвижной системе координат этот век-
тор определяется выражением 

 

      

  
     

1 12 1 1 1

1 1

1 1

1 1

( ( ))( ) ( ) ( ( )) ,

cos sin
sin cos

dy td t d t dx t
dt dt d d

t t
t t

R

 

     1 2 1 1 2 1 2( )( , ) (0, 1).Y X O O  (17) 

В формуле (17) первый член является векто-
ром, пропорциональным вектору, касательному 
к первой кривой в общей точке, т. е. ортогона-
лен вектору нормали .kn  Используя формулу 
(13), легко проверить, что сумма второго и тре-
тьего членов также ортогональна вектору нор-
мали .kn  Таким образом, вектор n  является 
общей нормалью к первой, заданной кривой, и 
ко второй, построенной в соответствии с вы-
ражением (16). 

 
Рассмотрим два примера. В первом примере в 
качестве первой кривой выберем гипоциклои-
ду. Согласно формуле (4): 
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Для определения неизвестной функции 
1( )t  следует решить уравнение ортогонально-
сти (15), которое в данном случае имеет вид 
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Во втором примере в качестве первой кри-
вой используем прямую, заданную уравнением 
   1tg tg ,y x R  
где   — угол наклона прямой к оси абсцисс. 

Соответствующие функции имеют вид 
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Для определения неизвестной функции 1( )t  
следует решить уравнение ортогональности (15), 
которое в этом случае записывается как 
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Решение уравнения (18) имеет вид 
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В неподвижной системе координат кри-
вая M1 описывается уравнениями 
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Если ввести переменную   1 ,t  то уравне-
ния кривой преобразуются следующим образом: 
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Вторая кривая в собственной системе коор-
динат будет иметь вид 
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Выводы 
1. Получены уравнения, которым должны 

удовлетворять центроиды, чтобы выполнялось 
условие постоянства угловых скоростей. 

2. Показано, что эвольвента полностью от-
вечает условиям, необходимым для передачи 
вращения с постоянным передаточным отно-
шением. 

3. Установлено, что при использовании в ка-
честве сопрягаемых кривых гипо- и эпицикло-
ид невозможно достигнуть постоянного пере-
даточного отношения. 

4. Для варианта, когда задана лишь форма 
первой кривой, получены уравнения, определя-
ющие форму второй кривой, обеспечивающей 
условие постоянства передаточного отношения. 

5. Выведены уравнения, где в качестве пер-
вой кривой выбраны гипоциклоида и прямая.
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