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Вибрации, возникающие в процессе обработки деталей, оказывают существенное влия-
ние на точность технологических машин. При имитации динамического поведения 
машины подходы, основанные на упрощенном моделировании деталей и узлов, не дают 
достоверных результатов, так как предусматривают контакт идеально гладких поверх-
ностей, а детальное моделирование контактного слоя требует больших вычислительных 
затрат и трудноосуществимо для большинства расчетных задач машиностроения. 
В связи с этим наибольшее распространение нашел подход, базирующийся на модели-
ровании контактного слоя как третьего тела, параметры которого зависят от многих 
факторов, в частности от давления в этом слое. Приведены результаты экспериментов 
по определению влияния усилия затяжки болтов резьбового соединения на резонанс-
ные частоты образца, состоящего из основания и балки, консольно закрепленной на 
нем. Исследования выполнены исходя из предположения о нелинейной зависимости 
податливости контактного слоя от контактного давления. Получены зависимости резо-
нансной частоты от усилия затяжки для различных площадей контакта. 
Ключевые слова: технологические машины, податливость контактного слоя, нели-
нейные колебания, резонанс сборных узлов, собственные частоты машины 

The vibrations arising in the process of machining, have a significant effect on the accuracy 
of technological machines. When simulating the dynamic behavior of a machine, 
approaches based on simplified modeling of parts and assemblies do not yield reliable 
results, because they consider the contact of perfectly smooth surfaces, while detailed 
simulation of the contact layer involves large computational costs and is difficult to perform 
for most engineering tasks. In this context, the approach based on modeling the contact 
layer as a third body, the parameters of which depend on many factors, such as the pressure 
in the contact layer, has become widely adopted. In this paper, the results of experiments to 
determine the effect of the tightening force of screws of a threaded joint on the resonant 
frequencies of a sample consisting of a base and a cantilever fitted beam are presented. The 
studies are performed on the assumption of a nonlinear dependence of the pliability of the 
contact layer on the contact pressures. As a result, the dependencies of the resonance 
frequency on the tightening forces for different cases of the contact area are obtained. 
Keywords: technological machines, contact pliability, nonlinear vibrations, assembled unit 
resonance, natural frequencies 
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При обработке деталей на металлорежущих 
станках существенное влияние на их точность 
оказывает амплитуда колебаний, возникающих 
в процессе резания [1]. Чтобы избежать явле-
ния резонанса, важно знать его частоту. 
В сложных конструкциях, таких как металлор-
ежущие станки, состоящих из большого коли-
чества деталей, собственные частоты машины, 
зависящие не только от свойств отдельных де-
талей, но и от условий их закрепления и со-
пряжения между собой, обладают дополни-
тельной податливостью. 

Один из подходов к имитации податливого 
контакта — моделирование контактного слоя с 
помощью пружин некоторой жесткости [2]. 
В общем случае жесткость пружин можно 
определить тремя способами: 

1) идентификацией по результатам экспери-
ментов; 

2) моделированием на микроуровне; 
3) на основе априорных данных. 
Недостатком первого способа является не-

возможность применения на этапе проектиро-
вания, так как требуется узел для проведения 
экспериментов [3, 4]. Второй подход, нуждаю-
щийся в информации о геометрии и составе 
исследуемого объекта, часто используют для 
вычисления статических параметров компо-
зитных материалов [5, 6]. Развитию третьего 
способа посвящены работы [7–12], где, в част-
ности, описана зависимость сближения соеди-
няемых деталей в контактном слое от давления 
в нем, имеющая нелинейный характер. В общем 
случае [7, 8] сближение определяется выраже-
нием 

   ,mcp  

где с — коэффициент; р — контактное давле-
ние; m — показатель степени, обычно полу-

чаемый по результатам экспериментов, для 
большинства резьбовых соединений машин 
m = 0,5 [9–12]. 

Характерные амплитудно-частотные харак-
теристики (АЧХ) для систем с нелинейной вос-
станавливающей силой приведены на рис. 1. 
В зависимости от характера нелинейности вос-
станавливающей силы различают жесткие и 
мягкие системы [13, 14]. На промежутке частот 

  [ , ]  возникает неопределенность: с какой 
именно амплитудой А будут происходить коле-
бания. Например, при возрастании частоты 
возбуждающего воздействия для жесткой си-
стемы (и при убывании для мягкой) амплитуда 
сигнала отклика будет изменяться по кривой 
KRLMN, а при убывании (возрастании) — по 
кривой NMQRK. 

Таким образом, можно наблюдать гистере-
зис. Причем у нелинейных колебательных си-
стем резонансная частота зависит не только от 
механических характеристик системы, но и от 
условий нагружения. Поэтому исследование 
таких систем сопряжено с трудностями. В част-
ности, при разложении в ряд Фурье затухаю-
щих нелинейных колебаний происходит смазы-
вание пика резонанса [15, 16]. Вследствие этого 
в данном исследовании резонансную частоту 
находили методом непосредственного опреде-
ления амплитуды при варьировании частоты 
колебаний. 

Зачастую на корпусных деталях предусмот-
рены опорные платики (ОП) [17, 18] для креп-
ления корпусов к основанию и других деталей к 
ним. При этом из технологических соображе-
ний площадь ОП стараются минимизировать. 
Считается, что наличие ОП увеличивает запас 
прочности резьбовых соединений по нераскры-
тию стыка, однако влияние первых на жест-
кость вторых не изучено. 

            
Рис. 1. АЧХ жесткой (а) и мягкой (б) нелинейных колебательных систем 
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Цель работы — исследование влияния уси-
лия затяжки болтов и конфигурации контакти-
рующих поверхностей соединяемых деталей на 
их резонансные частоты исходя из предполо-
жения о нелинейности колебательной системы. 

 
Описание экспериментальной установки и 
метода исследования. Схема эксперименталь-
ной установки приведена на рис. 2, а. Для опре-
деления влияния условий закрепления основа-
ния и балки на резонансные частоты системы 
изготовлен образец для испытаний 1, изобра-
женный на рис. 2, б. В качестве ОП использова-
ны подкладные пластины 12 толщиной 2 мм и 
шириной 7, 10 и 15 мм. Для нахождения резо-
нансной частоты образец закрепляли на вибро-
стенде 4 и подвергали вибровоздействию воз-
буждающей силой при различных значениях 
момента затяжки болтов 7. 

В целях выявления возможного гистерезиса 
на АЧХ для каждого значения момента затяж-
ки Тзат проведено два измерения. В первом ча-
стоту возбуждения плавно увеличивали с 600 до 
1800 Гц (указанный диапазон выбран из пред-
варительных экспериментов, в которых было 
найдено приблизительное значение первой ре-
зонансной частоты), во втором — плавно 
уменьшали от 1800 до 600 Гц. Постоянная ам-

плитуда вибровоздействия поддерживалась си-
стемой управления 2 с помощью акселерометра, 
выполняющего роль датчика обратной свя-
зи 11. Сигнал отклика измеряли посредством 
акселерометра 9. Момент затяжки контролиро-
вали динамометрическим ключом со стрелоч-
ным индикатором часового типа и ценой деле-
ния 0,2 Н·м. 

В процессе проведения измерений обнару-
жено, что система — объект исследования — 
имеет высокую добротность, в результате чего 
система управления теряет устойчивость в 
зоне резонанса и амплитуда сигнала А много-
кратно повышается при прямом проходе или 
снижается при обратном (рис. 3). На спектре 
сигнала отклика такая потеря устойчивости 
выглядит как резкий всплеск (при прямом 
проходе) или как провал (при обратном про-
ходе) в зоне пика, что не позволяет судить об 
амплитуде в резонансе, однако значение резо-
нансной частоты можно определить с погреш-
ностью  1 %.  

 
Результаты экспериментов. Исходя из полу-
ченных АЧХ для различных значений усилия 
затяжки зат ,F  можно судить о том, что гисте-
резис при увеличении и уменьшении частоты 
возбуждающего воздействия либо отсутствует, 

      

 
Рис. 2. Схемы экспериментальной установки (а) и исследуемого образца без ОП (б) и с ОП (в): 
1 — образец для испытаний; 2 — система управления виброплатформой и сбора данных; 3 — усилитель;  

4 — виброплатформа; 5 — основание; 6 и 7 — болты для закрепления основания и балки; 8 — балка;  
9 — акселерометр, выполняющий роль датчика; 10 — переходная пластина; 11 — датчик обратной связи;  

12 — подкладные пластины; aqs — записываемый сигнал; fbs — сигнал обратной связи 
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либо не превышает погрешности метода про-
ведения исследования, т. е.  10 %.  Это поз-
воляет считать систему линейной при условии, 
что зат возб ,F F  где возбF  — возбуждающая  
сила. 

По АЧХ построены графические зависимо-
сти резонансной частоты от момента затяжки 
болтов для двух случаев: при контакте по всей 
поверхности (при отсутствии ОП) и по торцам 
ОП (рис. 4). Согласно этим зависимостям, ча-
стота резонанса сборных узлов повышается с 
ростом момента затяжки болтов. При контакте 

по торцам ОП резонансная частота примерно 
на 150 Гц меньше, чем при контакте по всей 
поверхности. Это можно объяснить тем, что в 
эксперименте ОП моделировались дополни-
тельными пластинами, в результате чего появ-
лялся дополнительный стык, суммарно сни-
жавший жесткость всего резьбового соедине-
ния. Также из рис. 4 следует, что при 
уменьшении ширины ОП максимальное значе-
ние резонансной частоты достигается быстрее, 
однако само максимальное значение растет с 
увеличением ширины ОП. 

 
Рис. 2. Пример АЧХ при моменте затяжки Тзат = 1 Н·м: 

1 и 2 — спектр сигнала отклика при прямом и обратном проходе;  
3 и 4 — спектр сигнала возбуждения при прямом и обратном проходе 

   
Рис. 3. Зависимости резонансной частоты р от момента затяжки болтов Тзат при контакте: 

а — по всей поверхности; б — по торцам ОП шириной 7 (1), 10 (2) и 15 мм (3) 
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Выводы 

1. Несмотря на нелинейный характер вос-
станавливающей силы, колебания изделий с 
резьбовыми соединениями можно считать ли-
нейными при условии, что внешняя перемен-
ная нагрузка меньше, чем усилие затяжки Fзат, 
т. е. можно говорить о собственных частотах 
при таком Fзат. 

2. С ростом усилия затяжки собственная ча-
стота сборной конструкции растет до опреде-
ленного значения. При дальнейшем повышении 

Fзат существенного возрастания собственной ча-
стоты не наблюдается (т. е. закон увеличения 
резонансной частоты близок к экспоненциаль-
ному). В этом случае максимальной собственной 
частотой является ее значение при абсолютно 
жестком стыке. Однако достигается оно при 
давлении на несколько порядков большем, чем 
обеспечиваемое в резьбовых соединениях. 

3. В случае контакта соединяемых деталей по 
торцам ОП с повышением усилия затяжки при 
меньшей ширине ОП собственная частота рас-
тет быстрее, чем при большей ширине ОП. 
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