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На примере трехзвенного маятника, нагруженного следящей и потенциальной силами, 
подробно исследована устойчивость прямолинейной формы равновесия системы. 
С использованием критерия Рауса — Гурвица сформулированы условия статического 
(дивергенции) и динамического (флаттера) типов потери устойчивости. Показано, что 
малые и равные по значению парциальные коэффициенты демпфирования практиче-
ски не влияют на положение границы флаттера. Приведены примеры чередования гра-
ниц, соответствующих различным типам потери устойчивости, а также проиллюстри-
рован тот факт, что в некоторых случаях при монотонном возрастании следящей силы 
возможны как потеря устойчивости, так и стабилизация положения равновесия. 
Ключевые слова: трехзвенный маятник, положение равновесия, неконсервативное 
нагружение, критерии потери устойчивости, границы дивергенции и флаттера 

Using a three-link pendulum loaded by a tracking and potential force, the stability of the 
rectilinear equilibrium form of the system is thoroughly examined. Using the Routh-
Hurwitz criterion, the conditions of static (divergence) and dynamic (flutter) types of loss of 
stability are formulated. It is shown that small and equal in value partial damping 
coefficients have virtually no effect on the position of the flutter boundary. Examples are 
given of the alternation of boundaries corresponding to different types of stability loss.  
Examples are also provided to illustrate the fact that in some cases with a monotonous 
increase in the tracking force, both the loss of stability and the stabilization of the 
equilibrium position are possible. 
Keywords: three-link pendulum, equilibrium position, non-conservative loading, stability 
loss criteria, boundaries of divergence and flutter 

При обсуждении результатов решения некон-
сервативных задач теории упругой устойчивости 
неоднократно отмечался ряд особенностей, а в 
некоторых случаях и парадоксов, встречающих-
ся в этой части механики деформируемого твер-
дого тела. Среди них следует отметить невыпук-
лость области устойчивости в пространстве па-

раметров и отсутствие при достижении некон-
сервативными нагрузками критических значе-
ний смежных положений равновесия [1–6]. 

Наибольший интерес представляют научные 
изыскания, посвященные дестабилизации некон-
сервативных систем при добавлении малых дис-
сипативных сил [7–10]. К особенностям решения 



#8 [701] 2018 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 65 

неконсервативных задач теории упругой устой-
чивости можно отнести и необходимость приме-
нения динамического метода для исследования 
устойчивости положений равновесия при дей-
ствии сил, явно не зависящих от времени [1–3]. 

Среди неконсервативных нагрузок большое 
внимание уделялось и уделяется до сих пор сле-
дящим силам [11–15]. Не подвергая сомнению 
математические рассуждения высокого уровня 
при изучении устойчивости трехзвенного маят-
ника в статье [15] как дискретной модели запра-
вочного шланга, вряд ли можно согласиться с 
заменой неконсервативной гидродинамической 
нагрузки следящей силой, равной реактивной 
силе вытекающей жидкости. Например, в книге 
[3] показано, что в подобных случаях при потере 
устойчивости трубопроводы вообще не испыты-
вают сжимающего усилия. 

Цель работы — на примере несложной ме-
ханической системы, представляющей собой 
трехзвенный маятник с дополнительными 
упругими связями, проиллюстрировать не 
вполне ожидаемые результаты исследования 
устойчивости положения равновесия при не-
консервативном нагружении. 

Исследуем устойчивость прямолинейной 
формы равновесия трехзвенного маятника 
(рис. 1), находящегося под действием двух 
сил — потенциальной («мертвой») Q и следя-
щей P. У первой направление не меняется, у 
второй оно совпадает с осью третьего звена ма-
ятника при деформации системы. За обобщен-
ные координаты примем углы отклонения зве-
ньев маятника от прямолинейного положения 
  1 2 3, , .  Значения      1 2 3 0  соответ-
ствуют положению равновесия, при котором 
упругие элементы в соединениях звеньев между 
собой и с основанием не нагружены. 

Рассмотрим регулярную систему, для кото-
рой массы стержней, равномерно распределен-
ные по их равным длинам   1 2 3( ),l l l l  явля-
ются одинаковыми   1 2 3( ).m m m m  Также 
равны поворотные жесткости в шарнирах 

  1 2 3( )c c c c  и жесткости пружин 
  1 2 3( ).d d d d  Коэффициенты вязкого тре-

ния в первом 1,b  втором 2b  и третьем 3b  шар-
нирах могут принимать различные значения. 

Следуя динамическому методу исследования 
устойчивости, составим уравнения возмущен-
ного движения в окрестности прямолинейной 
формы равновесия. Опуская запись известных 
соотношений для кинетической и потенциаль-
ной энергий системы, запишем выражение для 
виртуальной работы следящей силы 

 
    

 
        

   

13 1 3 2

3 2 2

sin sin

sin ,

A Pl

Pl
 

где 1  и 2  — виртуальные угловые переме-
щения. 

Рассеяние энергии в системе учтем введени-
ем диссипативной функции Рэлея 
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Введем безразмерные параметры: 
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а также вектор угловых перемещений Tφ  
   1 2 3[ ].  После использования уравнений 
Лагранжа второго рода и линеаризации полу-
чим уравнения возмущенного движения в мат-
ричной форме 

          1 1 .C C E EA φ Bφ φ 0  (1) 

Здесь E — единичная матрица, а остальные 
матрицы определяются выражениями 
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Рис. 1. Схема трехзвенного маятника  
при неконсервативном нагружении 
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Представляя вектор угловых перемещений 
( )φ  в виде   ( ) exp( )0φ φ  и подставляя  

в формулу (1), получим матричное уравнение 
относительно характеристических показате-
лей : 

         2
1 1 .A B C C E E 0   (2) 

Согласно теории Ляпунова, показатели  
полностью определяют характер возмущенного 
движения в окрестности положения равнове-
сия. Для исследования устойчивости линейных 
систем с конечным числом степеней свободы 
имеется ряд критериев, позволяющих судить о 
расположении характеристических показателей 
на комплексной плоскости и строить границы 
областей устойчивости в пространстве пара-
метров без вычисления самих показателей. 
В частности, если для рассматриваемой систе-
мы применяется критерий Рауса — Гурвица, то 
соответствующая матрица Гурвица составляет-
ся из коэффициентов характеристического по-
линома матрицы 
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где 0  — нулевая матрица размерностью 3 3.  
Матрица G  получена в результате преобра-

зования уравнения (1) к нормальной форме 
Коши. Характеристический полином для мат-
рицы G  и уравнение для определения характе-
ристических показателей вместо матричного 
полинома (2) в данном случае имеет вид 
         6 5 4 3

0 1 2 3g g g g  

       2
4 5 6 0,g g g   (3) 

где 0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,g g g g g g g  — коэффициенты, 
составленные из элементов матриц в уравне-
нии (2). 

Критерий Рауса — Гурвица — это некото-
рое количество условий, определяющих 
нахождение характеристических показателей в 
левой полуплоскости комплексной плоско-
сти  . Применение этого критерия для задач 
устойчивости положений равновесия механи-
ческих систем при нагружении силами (в том 
числе неконсервативными), явно не завися-
щих от времени, имеет несколько сокращен-
ную редакцию. 

Это связано с тем, что исходное состояние 
ненагруженной системы заведомо устойчиво, 

т. е. характеристические показатели суть ча-
стоты свободных колебаний около исследуе-
мого на устойчивость положения равновесия. 
Они либо заведомо расположены в левой по-
луплоскости при наличии диссипации энергии, 
либо находятся на мнимой оси. Для перехода  
в неустойчивое состояние согласно теории Ля-
пунова достаточно одному из характеристиче-
ских показателей перейти в правую полу-
плоскость. 

При этом возможны два варианта: переход 
характеристического показателя происходит 
через начало координат, что, с одной стороны, 
соответствует переходу механической системы 
в какие-либо смежные состояния равновесия, а 
с другой — исходное состояние равновесия те-
ряет устойчивость по типу дивергенции. 

При втором варианте переход характери-
стического показателя в правую полуплоскость 
осуществляется через мнимую ось с отличной 
от нуля мнимой частью. Это характерно для 
неконсервативных систем при отсутствии 
смежных положений равновесия. В этом случае 
потеря устойчивости происходит по типу флат-
тера. 

При первом варианте потери устойчивости 
обращается в нуль свободный член характери-
стического полинома (3), а на плоскости 
внешних нагрузок условие 6 0g  задает гра-
ницу дивергенции. Во втором случае граница 
флаттера (колебательного типа потери устой-
чивости) будет определять равенство нулю 
главного минора матрицы Гурвица 5  
 5( 0).  

Таким образом, границы области устойчи-
вости на плоскости параметров нагружения 
 ,  соответствуют условиям 6 0,g   5 0.  
Здесь эти условия записаны для системы с тре-
мя степенями свободы, но распространяются и 
на системы с любым числом n  степеней свобо-
ды  и на системы с распределенными парамет-
рами при сведении их к системам с сосредото-
ченными параметрами. В этом случае границы 
дивергенции и флаттера определяются как 

2 0ng  и  2 1 0.n  
На рис. 2, а–г приведены некоторые резуль-

таты вычислений границ области устойчивости 
для различных параметров системы. На 
рис. 2, а–в принято, что   0,  т. е. пружины, 
соединяющие шарниры с основанием, отсут-
ствуют. 

На рис. 2, а проиллюстрированы результаты 
вычислений при условии, что   0.k  Значе-
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ния   для границы флаттера ,AB  на которой 
 5 0,  следует называть квазикритическими. 
Границу дивергенции, где 6 0,g  определяет 
кривая .BC  

На рис. 2, б показаны границы области 
устойчивости при отличной от нуля диссипа-
ции энергии в системе, но равномерно распре-
деленной по степеням свободы. Здесь даже 
весьма малые k  существенно снижают кри-
тические значения следящей силы, подтвер-
ждая тем самым парадокс Циглера. Своеоб-
разным парадоксом также можно считать и 
тот факт, что варьирование коэффициентов 
демпфирования k  в весьма широких преде-
лах при сохранении их равенства между собой 
     1 2 3( 0,001...0,250)  практически не 

влияет на положение границы флаттера. Зато 
разные парциальные коэффициенты демпфи-
рования кардинально меняют часть границы, 
пересечение которой ведет к динамической 
потере устойчивости. 

На рис. 2, в построены границы для двух 
случаев распределения диссипации энергии: 
 1 0,25,   2 0,1,   3 0,01 (область ABC  и 
горизонтальная штриховка области устойчи-
вости) и  1 0,01,   2 0,1,   3 0,25  (кри-
вая  A B C  и вертикальная штриховка). Во вто-
ром случае критические значения следящей 
силы в несколько раз меньше, чем в первом. 
Характерной особенностью рассмотренных 
вариантов является то, что области устойчиво-
сти на плоскости параметров нагружения 

           

           
Рис. 2. Границы области устойчивости при различных значениях коэффициентов демпфирования  

и безразмерного параметра : 
а —      1 2 3 0   ( 0);   

б —      1 2 3 0,001...0,250   ( 0);   
в —      1 2 30,25, 0,1, 0,01  и      1 2 30,01, 0,1, 0,25   ( 0);   

г —    1 3 0,0001  и  2 0,01   ( 0,5)  
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имеют интуитивно понятный «классический» 
вид, т. е. граница флаттера примыкает к оси 
ординат, по которой отложены значения сле-
дящей силы. 

На рис. 2, г показаны границы области 
устойчивости несколько усложненной системы, 
где   0,5,     1 3 0,0001  и  2 0,01.  Здесь 
AB  и DE  — границы дивергенции, BCD  — 
граница флаттера. При малых значениях  и 
увеличении параметра следящей силы  (пря-
мая d) система сначала теряет устойчивость по 
типу флаттера (точка a). При дальнейшем воз-
растании параметра   в точке b происходит 
стабилизация. Система остается устойчивой 
вплоть до точки c, где устойчивость теряется по 
типу дивергенции. 

Выводы 

1. Показано, что малые и равные по значе-
нию парциальные коэффициенты демпфиро-
вания практически не влияют на положение 
границы флаттера, существенно снижая кри-
тические значения следящей силы, подтвер-
ждая тем самым парадокс Циглера. Разные 
парциальные коэффициенты демпфирования 
кардинально меняют часть границы, пересече-
ние которой ведет к динамической потере 
устойчивости. 

2. Обнаружено, что в некоторых случаях при 
монотонном возрастании следящей силы воз-
можны как потеря устойчивости, так и стаби-
лизация положения равновесия. 
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