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В настоящее время при проектировании механизмов нельзя не учитывать, что их ре-
альным конструкциям присущи погрешности размеров звеньев, отклонения формы и 
взаимного расположения кинематических пар от идеальных и прочие неточности, 
приводящие к отклонению закона движения выходного звена от требуемого. Эти по-
грешности необходимо уметь рассчитывать и устранять на стадиях проектирования, 
производства и сборки. Изготовление зубчатых колес представляет собой одну из са-
мых трудоемких разновидностей металлообработки. Широкое применение в машино-
строении передач и необходимость создания для них зубчатых колес различных ви-
дов, конструкций и типоразмеров обусловили большой удельный вес зубообработки 
в общем объеме технологических операций. Методы теории зубчатых зацеплений 
развиты главным образом для идеальных, а не для реальных зубчатых механизмов, 
что тормозит возможность вычисления точностных параметров передаточных меха-
низмов и кинематических цепей. Существующие методики расчета точности зубча-
тых передач в основном ориентированы на определение предельных значений по-
грешностей. Исследовано влияние эксцентриситета основных окружностей зубчатых 
колес эвольвентной передачи на ее передаточное отношение и теоретический коэф-
фициент перекрытия. Показано периодическое изменение передаточного отношения 
и коэффициента перекрытия, а также вычислено переменное ускорение ведомого 
зубчатого колеса. 
Ключевые слова: эвольвентная зубчатая передача, передаточное отношение, коэф-
фициент перекрытия, технологические погрешности колес 

At present, when designing mechanisms, one cannot but take into account the fact that 
errors in link size, deviations in shape and layout of kinematic pairs as well as other 
inaccuracies are typical in real mechanisms. This leads to deviations in the law of motion of 
the input link from the desired motion. It is necessary that these errors are calculated and 
eliminated at the design, manufacturing and assembly stages. Gear production is one of the 
most labour consuming types of metal processing. Gear processing constitutes a large part 
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in the total volume of manufacturing operations due to the wide-spread application of 
transmissions in mechanical engineering and, therefore, the need to produce gears of 
various types, designs and sizes. Methods of the theory of tooth meshing are developed 
mostly for ideal, not real gear mechanisms which impedes the possibility of calculating 
accuracy parameters of transmission mechanisms and kinematic chains. Existing methods 
for calculating accuracy of gear trains are largely focused on determining limit deviations of 
errors. This work studies the influence of eccentricity of the base circle of gearwheels in an 
involute gear train on its transmission ratio and the theoretical engagement factor. The 
periodic variation of the transmission ratio and the engagement factor is shown; variable 
acceleration of the driven gearwheel is calculated. 
Keywords: involute gear, transmission ratio, engagement factor, manufacturing errors of 
gears 

Неточное исполнение размеров звеньев меха-
низмов (в первую очередь зубчатых), геометри-
ческой формы элементов кинематических пар, 
их взаимного расположения, зазоры в них, а 
также износ взаимодействующих поверхностей, 
силовые и температурные деформации в про-
цессе эксплуатации называют технологически-
ми или первичными погрешностями механизма 
[1–5]. Именно они играют решающую роль в 
неточности его работы. Существуют несколько 
методов расчета погрешностей на стадии про-
ектирования кинематических схем механизмов, 
основоположниками которых являются 
Н.Г. Бруевич, Н.И. Калашников, Б.А. Тайц и др. 
[1, 2, 4–5]. 

Вследствие наличия технологических по-
грешностей при исследовании реальных плос-
ких механизмов приходится рассматривать их 
структурные схемы как пространственные, что-
бы уменьшить погрешности выходного звена и 
избежать заклинивания [3, 4, 6, 7–9, 11, 12]. 
Влияние избыточных связей и технологических 

погрешностей на точность работы механизма 
можно снизить путем рационального проекти-
рования [1, 3, 4, 7], а также с помощью особых 
технологических приемов при изготовлении и 
сборке [3, 4, 7, 10–12]. 

Цель работы — исследование влияния тех-
нологических погрешностей на отклонение пе-
редаточного отношения и коэффициента тор-
цевого перекрытия эвольвентной зубчатой пе-
редачи от требуемых значений. 

Рассмотрим задачу определения зависимо-
сти передаточного отношения и теоретического 
коэффициента перекрытия от эксцентриситета 
основных окружностей зубчатых колес эволь-
вентной зубчатой передачи. 

Погрешности установки зубчатого колеса 
при зубонарезании, биение делительного коле-
са зубообрабатывающего станка, а также по-
грешности монтажа могут привести к эксцен-
триситету основных окружностей, т. е. к несов-
падению геометрического и кинематического 
центров колес в собранной передаче. 

 
Рис. 1. Геометрическая картина зацепления колес, имеющих эксцентриситет  

1 2(O O  = aw — межосевое расстояние зубчатой передачи) 
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Исследование ошибок колес в виде перио-
дической функции, впервые предложенное 
Н.А. Калашниковым [2], заключается в приве-
дении ряда погрешностей к функционально 
действующей ошибке. В данном случае такой 
ошибкой является изменение мгновенных ра-
диусов основных окружностей, которое приво-
дит к периодическому изменению передаточно-
го отношения и коэффициента торцевого пере-
крытия ε  и оказывает влияние на динамику 
передачи. 

Примем синусоидальный закон изменения 
радиусов основных окружностей ведущего 1br  и 
ведомого 2br  колес (рис. 1) [2] 
    1 1 1sin ;br e       2 2 2sin ,br e   (1) 

где  1br  и  2br  — погрешности радиусов ос-
новных окружностей ведущего и ведомого ко-
лес; 1e  и 2e  — эксцентриситеты основных 
окружностей ведущего и ведомого колес; 1  и 
2  — текущие углы поворота, образуемые со-
ответственно осями 1 1O Y  и 2 2O Y  и линией, со-
единяющей геометрический и кинематический 
центры колес. 

Угол наклона осей 1 1O Y  и 2 2O Y  к межосевой 
линии 1 2O O  равен  /2 w  ( w  — угол зацеп-
ления). При этом ничтожно малым значением 
колебания угла зацепления пренебрегаем. 

Примем следующие начальные условия: 
 1 0  и  2 0  [2]. 

Картина зацепления передачи показана на 
рис. 1. В процессе зацепления радиусы основ-
ных и начальных окружностей непрерывно ме-
няются. Мгновенное передаточное отношение 
u  можно определить по рис. 1, где отрезки 

1 1O N  и 2 2O N  проведены перпендикулярно ли-
нии зацепления 1 2 .N N  

Обозначим отрезки 1 1O N  и 2 2O N  соответ-
ственно через радиусы основных окружностей 
1br  и 2 .br  

Очевидно, что 
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где 

     1 1 1 1sin ;b br r e       2 2 2 2sin .b br r e   (3) 

Определим погрешность передаточного от-
ношения. Продифференцировав выраже-
ние (2), получим 
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После подстановки выражений (1) и (3) в 
формулу (4) имеем 
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Если 2 0,e  то 
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Найдем зависимость между углами 1  и 2φ :  

   


1

2
.du

d
  (5) 

Подставим значение u  из уравнений (2) и 
(3) в выражение (5) и после интегрирования 
получим 
        2 2 2 2 1 1 1 1cos cos .b br e r e   (6) 

При заданном угле 1  определим угол 2  из 
уравнения (6), используя один из приближен-
ных методов [5]. 

Если 2 0e , то 
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Погрешности передаточного отношения 
эвольвентной зубчатой передачи вызывают пе-
ременное ускорение ведомого колеса 
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где 2  и 1  — угловые скорости ведомого и 
ведущего колес; t — время; 1u  — передаточное 
отношение передачи. 

После подстановок и преобразований полу-
чим 
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Эксцентриситет основных окружностей вы-
зывает колебания коэффициента торцевого пе-
рекрытия. Примем, что эксцентриситет окруж-
ностей вершин равен эксцентриситету основ-
ных окружностей. Тогда, согласно рис. 1, 
коэффициент торцевого перекрытия с учетом 
эксцентрисетов окружностей: 
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где bp  — шаг по основной окружности; 
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 1 2 1 1tg ;b aN B r      1 1tg ;b wN P r  
 2 1 2 2tg ;b aN B r      2 2tg ;b wN P r  

  1 1 1 1cos ;N N e      2 2 2 2cos .N N e  
После подстановок и преобразований полу-

чим 
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где m — модуль зацепления;   — главный угол 
профиля исходного контура. 

Второй член выражения (7) представляет 
собой погрешность коэффициента торцевого 
перекрытия. 

На рис. 2 приведены гармонические колеба-
ния передаточного отношения u зубчатой пары 
колес со следующими параметрами: числа зубьев 
ведущего и ведомого колес — 1 20z  и 2 40;z  
  20 ;    25 ;w    1 37,8 ;a    2 31,5 ;a  
  2,0;  зубья — полностью заостренные. 

При построении кривых с учетом рекомен-
даций, приведенных в работах [6, 7], принято, 
что 
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где  ES
bp  — одностороннее отклонение 

наибольшей разности основных шагов в преде-
лах линии зацепления. 

Для 9-й степени точности при  ES
bp  

= 45 мкм получим e1 ≈ 0,1 мм и e2 ≈ 0,2 мм. 

Выводы 
Введение эксцентриситета основной окруж-

ности при нарезании зубьев вызывает измене-
ние передаточного отношения изготавливаемой 
передачи по периодическому закону, что приво-
дит к появлению систематических погрешностей 
в перемещении выходных звеньев рабочих ме-
ханизмов машин. Полученный кинематический 
эксцентриситет может быть скомпенсирован 
путем неконцентричной установки заготовки 
при зубообработке на неточном станке или при 
обработке отверстия после зубонарезания в спе-
циализированном патроне. 
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