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Волновые зубчатые передачи нашли широкое применение в приводах машин, име-
ющих высокую кинематическую точность. Именно такие передачи в основном 
определяют точностные характеристики привода. Погрешности изготовления и 
установки различных деталей могут возбуждать поперечные колебания генератора 
волн, приводящие к периодическому изменению углового положения выходного 
вала и, следовательно, к повышению кинематической погрешности волновой зуб-
чатой передачи. Амплитуда поперечных колебаний генератора зависит от его ча-
стоты, поэтому судить о возможности применения волновых передач в высокоточ-
ных приводах можно только по амплитудно-частотным характеристикам кинема-
тической погрешности. Для теоретического определения указанных характеристик 
необходимо знать зависимость угла поворота выходного вала от поперечных пере-
мещений кулачка. Предложена методика определения этой зависимости с помо-
щью пространственной математической модели волновой зубчатой передачи. Для 
передачи ВЗП-160 расчетным путем показано, что при увеличении поперечных 
смещений кулачка двухволновое зацепление может переходить в одноволновое. 
Установлено, что вычисление угла поворота выходного вала при двухволновом за-
цеплении требует решения задачи упругого взаимодействия элементов передачи. 
Упрощенные формулы, используемые в различных информационных источниках, 
можно применять только при одноволновом зацеплении и однокромочном кон-
такте зубьев. 
Ключевые слова: волновая зубчатая передача, гибкое колесо, жесткое колесо, генера-
тор волн, кинематическая погрешность, ортотропная оболочка 
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Harmonic drives are widely used in drives of machines that have high kinematic accuracy. 
These are the transmissions that largely determine precision characteristics of the drive. 
Manufacturing and installation errors of different parts may induce transverse oscillations of 
the wave generator leading to periodic changes in the angular position of the output shaft and 
therefore, to an increase in the composite deviation of the harmonic drive. The amplitude of 
the transverse oscillation of the wave generator depends on its frequency, hence a decision on 
the possible use of harmonic drives in high-accuracy drives can be made only based on the 
frequency-response characteristics of the composite deviation. To determine these 
characteristics theoretically, it is necessary to know the dependency of the rotation angle of the 
output shaft on transverse displacements of the cam. The authors propose a technique for 
determining this dependency with the aid of a 3D mathematical model of a harmonic drive. 
The calculations for the VZP-160 drive show that when transverse displacements of the cam 
increase, dual-wave gearing can become single-wave gearing. It is established that to calculate 
the rotation angle of the output shaft at dual-wave gearing, it is necessary to solve a problem of 
elastic interaction between elements of the drive. Simplified formulae used in various 
information sources can be used only for single-wave gearing with single-edge tooth contact. 
Keywords: harmonic drive, flex spline, circular spline, wave generator, composite deviation, 
orthotropic shell 

Создание техники с улучшенными качествен-
ными характеристиками требует применения 
современных методов исследования и проекти-
рования. Разработка уточненных математиче-
ских моделей с использованием программных 
комплексов является важнейшим направлени-
ем повышения технико-экономического уровня 
машин и оборудования. 

Волновые зубчатые передачи (ВЗП) получи-
ли распространение в приводах станков, грузо-
подъемных машин, роботов, оптических теле-
скопов и различных систем управления. К до-
стоинствам ВЗП можно отнести высокую 
кинематическую точность, небольшой «мерт-
вый» ход, малую инерционность, достаточную 
крутильную жесткость, а также высокую несу-
щую способность при малых габаритных раз-
мерах. Перечисленные достоинства обеспечи-
вают ВЗП широкое применение в приводах 
точных систем. При этом именно волновые пе-
редачи в основном определяют точностные ха-
рактеристики привода. 

 
Постановка задачи. Исследованию кинематиче-
ской погрешности (КП) ВЗП посвящены многие 
работы, в частности [1–7]. В этих публикациях 
выявлены ее основные причины — погрешности 
изготовления и установки зубчатых колес и ра-
диальные перемещения кулачка вследствие не-
точности изготовления деталей. При этом в КП 
обычно выделяют три составляющие. Первая 
изменяется с частотой вращения генератора 
волн, вторая — с удвоенной частотой его враще-
ния, третья — с частотой вращения выходного 

вала. В ряде работ отмечается наличие собствен-
ной КП ВЗП, вызванной деформацией гибкого 
колеса (ГК). Частота ее проявления равна часто-
те пересопряжения зубьев. 

Кинематическая погрешность ВЗП в составе 
привода может значительно отличаться от та-
ковой при медленном вращении входного вала, 
что связано с динамическими свойствами ВЗП. 
Погрешности изготовления и установки дета-
лей передачи могут возбуждать поперечные 
колебания генератора волн [8–12], амплитуда 
которых зависит от частоты. Эти колебания 
приводят к возникновению погрешности угло-
вого положения выходного вала передачи. ВЗП 
работают в широком диапазоне скоростей, по-
этому на этапе их проектирования необходимо 
исследовать точность передачи при различных 
частотах вращения, т. е. определять амплитуд-
но-частотные характеристики КП [12]. 

Для оценки КП, возникающей от попереч-
ных колебаний генератора волн, следует вы-
явить зависимость изменения угла поворота 
выходного вала от поперечных смещений ку-
лачка. В работе [10] предположено, что одна из 
двух зон зацепления является ведущей, вслед-
ствие чего она названа «ведущей волной». При 
этом угловое смещение выходного вала опреде-
ляется через сближения зубьев ГК и жесткого 
колеса (ЖК) в этой волне 

 
 


1

2( tg )
θ ,x y we e

d
 (1) 

где xe  и ye  — смещения кулачка относительно 
ЖК вдоль малой и большой осей генератора 
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волн; w  — угол зацепления; 1d  — радиус де-
лительной окружности ГК. 

Формула (1) не учитывает изменение де-
формации ГК при смещении генератора волн. 
Для учета многопарности зацепления в нее вве-
ден поправочный коэффициент k [11–12]: 
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где 1/k z  (z  — количество пар зубьев, од-
новременно находящихся в зацеплении). 

Необходимо отметить, что при нормальной 
работе ВЗП происходит двухволновое зацепле-
ние, которое приводит к дополнительной де-
формации ГК. Эти деформации приближенно 
учитываются коэффициентом k. Расчетные ис-
следования с использованием пространствен-
ной математической модели ВЗП показали, что 
формула (2) не всегда позволяет с достаточной 
точностью определять угол θ . Кроме того, эта 
формула не учитывает зависимость формы ГК 
от изменения следующих параметров передачи: 
момента сопротивления, формы кулачка, боко-
вого зазора в зацеплении, начального размера 
деформирования и др. 

Цель работы — теоретическое исследование 
влияния поперечных смещений кулачка отно-
сительно ЖК вдоль малой и большой осей ге-
нератора волн ВЗП на угловое смещение вы-
ходного вала. 

 
Математическая модель. Рассмотрена ВЗП с 
кулачковым генератором волн и неподвижным 
ЖК (рис. 1). 

Для проведения исследования использована 
математическая модель ВЗП [13–15], учитыва-
ющая пространственный характер взаимодей-

ствия ее элементов: ГК, ЖК и наружного коль-
ца гибкого подшипника (НКГП). Все указанные 
звенья приняты упругими элементами, дефор-
мация которых подчиняется закону Гука. 
В расчетной модели также учтено взаимодей-
ствие: боковых поверхностей зубьев ГК и ЖК, 
внутренней поверхности ГК и наружной по-
верхности НКГП, внутренней поверхности 
НКГП и тел качения. 

Взаимодействующие поверхности разбиты 
взаимно перпендикулярными линиями. Каждо-
му узлу образованных сеток поставлена в соот-
ветствие базисная функция, имеющая вид ше-
стиугольной пирамиды. Распределенные силы 
взаимодействия боковых поверхностей зубьев 
ГК и ЖК, внутренней поверхности ГК и наруж-
ной поверхности НКГП заменены линейными 
комбинациями базисных функций. 

Введены следующие обозначения: 
• вектор узловых сил взаимодействия эле-

ментов передачи 

   T(1)T (2)T (3)T, , ;F F F F  

• вектор зазоров в узловых точках 

   T(1)T (2)T (3)T, , ;δ δ δ δ  

• смещение элементов как жестких тел 

   T(1)T (2)T (3)T T, , , ,a a a a e  

где (1) ,F  (2) ,F  (3)F  — векторы сил взаимодей-
ствия ЖК и ГК, ГК и НКГП, НКГП и тел каче-
ния гибкого подшипника соответственно;  

(1) ,δ  (2) ,δ  (3)δ  — векторы зазоров в узловых 
точках между теми же элементами; (1)

0 ,δ   
(2)
0 ,δ  (3)

0δ  — векторы начальных зазоров (зазо-
ров в недеформированной системе); 

    (1)(1) (1) (1) T|| , , φ || ,zx ya    (2) (2) (2) T|| , || ,x ya  
    (3) (3)(3) (3) (3) T|| , , φ , φ || ,x yx ya   T|| , ||x ye ee  — 

векторы смещений ЖК, ГК, НКГП и кулачка 
соответственно. 

С учетом введенных обозначений разреша-
ющая система уравнений имеет вид 

 

(11) (12) (11) (12) (1)

(21) (22) (23) (22) (23) (2)

(32) (33) (33) (3)

(11)T (11) (1)

(12)T (22)T (22) (2)

(23)T (33)T (3)

D D 0 G G 0 F
D D D 0 G G F

0 D D 0 0 G F
G 0 0 C 0 0 a
G G 0 0 C 0 a

0 G G 0 0 0 a

 

 
Рис. 1. Схема ВЗП: 

1 — ГК; 2 — ЖК; 3 — гибкий подшипник; 4 — кулачок 
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(1)(1)
0
(2)(2)
0

(3)(3) (34)
0 ;

δ δ
δ δ

δ δ G e
B
0
0

  (3)

  

    δ 0, 0, δ 0, 1, ,j j j jF F j N  

где (11) (12) (21) (22) (23) (32) (33), , , , , ,D D D D D D D  — 
матрицы узловых податливостей;    11 12, ,G G  

       22 23 33 34, , ,G G G G  — матрицы, связываю-
щие приращения зазоров в узловых точках с 
векторами смещений (1) (2) (3), , , ;a a a e  (11) ,C  

(22)C  — матрицы жесткости валов ЖК и ГК; 
B  — вектор внешних нагрузок,  T

с||0, 0, ||MB  
с(M  — момент сопротивления, приложенный к 

ЖК); δ j  — элементы вектора зазоров ;δ  N — 
размерность векторов F  и ;δ  jF  — элементы 
вектора узловых сил .F  

Система (3) имеет две группы уравнений и 
неравенств. Уравнения первой группы (первые 
три строки) получают методом Бубнова–
Галеркина, т. е. скалярным умножением урав-
нений взаимного непроникания поверхностей 
на базисные функции. Уравнения второй груп-
пы (строки 4–6) представляют собой уравнения 
равновесия тел. Последние два неравенства и 
уравнение выражают односторонний характер 
взаимодействия поверхностей. 

Узловые податливости боковых поверхно-
стей зубьев ЖК и ГК (11)

ijD  определяются мето-
дом конечных элементов (МКЭ) с использова-
нием пространственных элементов первого по-
рядка, а узловые податливости внутренней 
поверхности ГК и наружной поверхности НКГП 

(22)
ijD  — по линейной теории оболочек методом 

ортогональной прогонки. При этом ГК заменя-
ется ортотропной оболочкой с эквивалентными 
жесткостями в области зубчатого венца. Для 
нахождения взаимных податливостей (12) ,ijD  

(21)
ijD  используются оба указанных метода. Узло-

вые податливости дорожки качения НКГП и тел 
качения (33)

ijD  вычисляются по формуле Герца. 
Система уравнений и неравенств (3) имеет 

такой же вид, что и разрешающая система 
уравнений упругой системы, ограниченной од-
носторонними связями. Поэтому для ее реше-
ния применены два метода — введения восста-
навливающих сил и итераций. 

Из полученной системы (3) видно, что мо-
мент сопротивления сM  и смещения кулач-

ка ,x ye e  оказывают влияние на угол поворота 
выходного ЖК  (1)φ .z  Зависимость приращения 
угла поворота выходного звена от смещений 
кулачка определяется из выражения 

  (1) (1)
с с сθ( , , ) φ ( , , ) φ ( , 0, 0).x y z x y zM e e M e e M  

 
Результаты исследования. По предложенной 
методике определены зависимости угла пово-
рота выходного звена θ  от смещений кулачка 

, .x ye e  Исследуемая передача МВЗ-160 имеет 
следующие основные параметры: числа зубьев 
ГК  200gz  и ЖК  202;bz  коэффициенты 
смещения  3,5 (3,9)bx  и  3,1;gx  модуль за-
цепления  0,8 мм;m  ширина зубчатого венца 
ГК  32 мм;wb  толщина ГК под зубом 

1 1,7 мм;h  толщина оболочки ГК 0 1, 4 мм;h  
длина ГК 160 мм;L  коэффициент макси-
мальной деформации ГК   0 0 / 1,2.W W m  Но-
минальный момент сопротивления на выход-
ном валу  с 800 Н м.М  Стандартный гибкий 
подшипник расположен посредине зубчатого 
венца ГК. 

Зависимости угла поворота выходного ва-
ла θ  от смещения кулачка вдоль большой оси 
генератора волн ye  при различных значениях 
момента сопротивления сМ  приведены на 
рис. 2. Расчеты выполнены при коэффициенте 
смещения  3,9,bx  что соответствует боковому 
зазору  22 мкм,nj  при котором зубья взаимо-
действуют только по рабочим поверхностям. 

Теоретические исследования показали, что 
при  с 20 Н мМ  и смещении кулачка 

 70 мкмye  реализуется двухволновое зацепле-
ние. В этом случае смещение кулачка вызывает 
дополнительную деформацию ГК, которая при-

 
Рис. 2. Зависимость угла поворота выходного вала  

от смещения кулачка ye  при коэффициенте  
смещения  3,9bx  и моменте сопротивления  

сM  20 (1), 30 (2), 40 (3) и 800 Нм (4, 5): 
—— — расчет по предложенной математической  

модели ВЗП; – – – — расчет по формуле (2) 
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водит к незначительному изменению угла по-
ворота выходного вала. 

При  с 20 Н мМ  и смещении кулачка 
 70 мкмye  в одной из волн зацепления зубья 

ГК и ЖК настолько удаляются друг от друга, 
что полностью выходят из зацепления. Поэто-
му поворот ведомого колеса осуществляется 
только за счет одной ведущей волны. При од-
новолновом зацеплении рост ye  приводит к 
незначительному изменению деформации ГК. 
Угол θ , увеличивающийся по линейному зако-
ну, можно вычислить по формуле (1). 

При моменте  с 30 Н мМ  и  0 ye  
115 мкм  реализуется двухволновое зацепление 
и, следовательно, угол θ  изменяется незначи-
тельно (см. рис. 2, кривая 2). При 115 мкмye  
происходит одноволновое зацепление зубьев, и 
угол θ  растет по линейному закону, соответ-
ствующему формуле (1). 

При  с 40 Н мМ  в рассматриваемом диа-
пазоне смещения кулачка  0...140 мкмye  осу-
ществляется двухволновое зацепление, и 
угол θ  изменяется незначительно (см. рис. 2, 
кривая 3). 

Повышение момента сопротивления сM  
приводит к возрастанию количества пар зубьев 
 ,z  одновременно находящихся в зацеплении. 

Это является причиной уменьшения коэффи-
циента k  и определяемого по формуле (2) угла 
поворота выходного вала (рис. 3, кривые 3–5). 
Однако, как показывают расчеты, увеличение 
момента сопротивления сM  от 60 до 800 Нм 
незначительно изменяет зависимость θ = ( )yf e  
(кривые 1 и 2). Небольшое отклонение кри-
вых 1 и 2 от кривой 3 можно объяснить тем, 

что формула для вычисления коэффициента k  
подбиралась при номинальном моменте сопро-
тивления. 

На рис. 4 приведены результаты расчетов 
при небольшом значении бокового зазора в 
зубчатом зацеплении  6,6 мкмnj  ( 3,5).bx  
В этом случае зубья ГК и ЖК могут контакти-
ровать по рабочим и нерабочим поверхностям. 
При моменте  с 100 Н мM  (кривая 2) и сме-
щении  40 мкмye  зубья ГК двумя кромками 
упираются во впадину ЖК. Это приводит к 
большой окружной деформации ГК и повороту 
ЖК в сторону, противоположную вращению 
выходного звена. Такой же поворот ЖК проис-
ходит при моменте  с 400 Н мM  и смещении 

 90ye  мкм (кривая 3), моменте  с 800 Н мM  
и смещении 120 мкмye  (кривая 4). Следова-
тельно, при двухкромочном зацеплении зубьев 
формулу (2) нельзя использовать для определе-
ния изменения угла поворота выходного вала. 

На рис. 5 приведены зависимости изменения 
угла поворота выходного вала от смещения ку-
лачка вдоль малой оси генератора волн xe  при 
боковом зазоре в зубчатом зацеплении 

 22 мкм,nj  обеспечивающем контакт зубьев 
только по рабочим поверхностям во всем диа-
пазоне рассматриваемых смещений xe  и мо-
ментов с .M  При моменте  с 20 Н мM  (кри-
вая 1) и смещении xe  < 60 мкм в ВЗП происхо-
дит двухволновое зацепление, и ГК сильно 
деформируется. Выходное звено — ЖК, взаи-
модействуя с зубьями ГК, поворачивается в 
сторону, противоположную вращению. 

При смещении  60 мкмxe  зубья колес од-
ной из волн полностью выходят из зацепле-

 
Рис. 3. Зависимость угла поворота выходного вала  

от смещения кулачка ye  при коэффициенте  
смещения  3,9bx  и моменте сопротивления  

сM  60 (1, 5), 800 (2, 3) и 100 Нм (4): 
—— — расчет по предложенной математической  

модели ВЗП;  – – – — расчет по формуле (2) 

 
Рис. 4. Зависимость угла поворота выходного вала  

от смещения кулачка ye  при коэффициенте  
смещения  3,5bx  и моменте сопротивления  

сM  20 (1), 100 (2), 400 (3) и 800 Нм (4, 5): 
—— — расчет по предложенной математической  

модели ВЗП;  – – – — расчет по формуле (2) 
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ния. Поворот ведомого колеса осуществляется 
за счет одной ведущей волны. При одноволно-
вом зацеплении увеличение xe  приводит к не-
значительному изменению деформации ГК, 
поэтому угол θ  поворота ведомого звена 
можно приближенно определять по линейной 
зависимости 

   1θ 2 .xe d   (4) 

Анализ результатов расчетов показал, что 
при номинальном моменте   с 800 Н мM во 
всем диапазоне изменения xe  происходит дву-
хволновое зацепление. При такой нагрузке за-
висимость θ= ( ),xf e  полученная путем расчета 
по предложенной математической модели (см. 
рис. 5, кривая 4), значительно отличается от 
зависимости, рассчитанной по формуле (2) 
(кривая 5). 

Таким образом, при одноволновом зацепле-
нии для определения зависимости θ= ( )xf e  
можно применять формулу (1), а при двухвол-
новом зацеплении нельзя использовать форму-
лы (1), (2). 

Рассмотрено также влияние смещения ку-
лачка вдоль малой оси генератора волн на угло-
вое положение выходного звена при неболь-
шом боковом зазоре  6,6 мкмnj  ( 3,5),bx  
обеспечивающем возможность двухкромочного 
контакта зубьев. 

При нагрузке  с 20 Н мM  (рис. 6, кривая 1) 
и  20 мкмxe  реализуется двухкромочный 
контакт в двух зонах зацепления. При 

 20 мкмxe  в одной волне зацепления образу-
ется небольшой боковой зазор между нерабо-
чими поверхностями. Это обусловливает пово-

рот выходного звена в сторону, противополож-
ную вращению. Увеличение xe  более 100 мкм 
вызывает в другой волне зацепления прекра-
щение контакта зубьев по рабочим поверхно-
стям и образование одноволнового зацепления, 
при этом угол θ возрастет. 

Угол поворота выходного звена увеличива-
ется с ростом xe  при  с 40 Н мM  и 

100 мкмxe  (см. рис. 6, кривая 2), а также при 
 с 100 Н мM  и 120 мкмxe  (кривая 3), что 

связано с переходом ВЗП в одноволновое за-
цепление. 

Из анализа зависимостей, приведенных на 
рис. 6, следует, что при одноволновом зацепле-
нии зависимость угла поворота выходного зве-
на от смещения кулачка вдоль малой оси мож-
но определять по формуле (2). 

Выводы 
1. Теоретические исследования с использо-

ванием пространственной математической мо-
дели ВЗП показали, что формулу (1) для опре-
деления изменения угла поворота выходного 
звена из-за поперечных смещений генератора 
волн ,x ye e  можно применять только в случае 
одноволнового зацепления и однокромочного 
контакта зубьев. 

2. Для ВЗП-160 расчетным путем установле-
но, что при увеличении поперечных смещений 
генератора волн ,x ye e  возможен переход из 
двухволнового зацепления зубчатых колес в 
одноволновое. Значения перемещений, при ко-
торых происходит такой переход, зависят от 
момента сопротивления на выходном валу. 

 
Рис. 5. Зависимость угла поворота выходного вала  

от смещения кулачка xe  при коэффициенте  
смещения  3,9bx  и моменте сопротивления  

сM  20 (1), 50 (2), 100 (3) и 800 Нм (4, 5): 
—— — расчет по предложенной математической  

модели ВЗП;  – – – — расчет по формуле (2) 

 

 
Рис. 6. Зависимость угла поворота выходного вала  

от смещения кулачка ,xe  полученная  
по предложенной математической модели ВЗП,  

при коэффициенте смещения  3,5bx  
и моменте сопротивления сM  20 (1), 40 (2), 100 (3) 

и 400 Нм (4) 
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3. Для теоретического определения зависи-
мости   ( , )x yf e e  при двухволновом зацепле-
нии необходимо решать задачу упругого кон-
тактного взаимодействия элементов передачи. 

Формулу (2) можно использовать для прибли-
женного вычисления угла поворота выходного 
звена только при номинальной нагрузке и сме-
щении генератора вдоль большой оси кулачка. 
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