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Рассмотрено применение конечно-элементной модели при решении задачи о сплош-
ной среде с геометрическими и физическими нелинейностями. Математическое опи-
сание нелинейной среды выполнено с помощью инкрементальных методов. Построе-
ние модели основано на подходе Лагранжа, в котором использованы материальные 
координаты точек, второй тензор напряжений Пиола–Кирхгофа и тензор деформа-
ций Грина. Решение пластической задачи базируется на ассоциированной теории те-
чения. Функция течения выбрана из условий пластичности Мизеса–Генки, удовле-
творительно описывающих пластическое состояние изотропных материалов в каче-
стве примера. Задачи решены методом конечных элементов в программном 
комплексе MSC.MARC. 

Ключевые слова: тензоры деформаций Грина, геометрические и физические нели-
нейности, подход Лагранжа, тензоры напряжений Пиолы–Кирхгофа, ассоциирован-
ная теория течения, критерий Мизеса–Генки 

The application of a finite element model for solving the problem of continuous medium 
with geometrical and physical nonlinearities is considered in this work. The nonlinear 
medium is mathematically described using incremental methods. The model construction is 
based on the Lagrangian approach, where material coordinates of points, Piola-Kirchhoff 
second stress tensor and Green strain tensor are used. The solution of the plastic problem is 
based on the associate theory of flow. The flow function is derived from the Mises–Hencky 
criterion of plasticity that satisfactorily describes the plastic state of isotropic materials. As 
an example, problems are solved using the finite element method in the MSC.MARC 
software environment. 

Keywords: Green strain tensors, geometric and physical nonlinearities, Lagrangian ap-
proach, Piola–Kirchhoff stress tensors, associate theory of flow, Mises–Hencky criterion 
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Рассмотрим задачу определения напряженно-
деформированного состояния твердого тела с 
геометрическими и физическими нелинейно-
стями. Геометрическая нелинейность означает, 
что перемещения конструкции настолько вели-
ки, что необходимо применять теорию упруго-
сти при конечных перемещениях [1, 2]. Физи-
ческая нелинейность предполагает, что матери-
ал испытывает не только упругие, но и 
пластические необратимые деформации с воз-
можным неупругим последействием в виде 
ползучести и релаксации напряжений во вре-
мени [1, 3]. 

Для математического описания геометриче-
ской нелинейности обычно используют методы 
последовательных приближений, а для описа-
ния неупругого поведения материала — дефор-
мационную теорию и теорию пластического 
течения. По современным воззрениям, первая 
из теорий непригодна для полного описания 
пластического поведения материалов. 

Сформулируем математическую постановку 
теории пластического течения. Предполагаем, 
что выполняются следующие условия: 

1) уравнение равновесия (без учета массовых 
сил) 
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2) соотношение деформации–перемещения 
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3) между приращениями напряжений ij  и 
деформаций ij  существуют линейные соот-
ношения; 

4) на границе области (поверхности) S зада-
ны граничные условия в напряжениях или пе-
ремещениях. 

Здесь ,jx  ix  — координаты точки в прямо-
угольной декартовой системе координат; i, j — 
целочисленные индексы, принимающие значе-
ния 1, 2, 3;  iu  — приращения перемещений. 

Указанная формулировка задачи принадле-
жит Прагеру [1]. 

Сравнение постановок задач о геометриче-
ской и физической нелинейностях показало, 
что они аналогичны, за исключением того, что 
при геометрической нелинейности рассматри-
вается нелинейная связь между параметрами, 
входящими в состав выражений, приведенных 
в первом и втором условиях, а при физической 
нелинейности — линейная связь между прира-

щениями этих параметров. В соотношении, 
описанном в третьем условии, при геометриче-
ской нелинейности постулировано существова-
ние функциональной связи между напряжени-
ями и деформациями и возможность ее линеа-
ризации, а при физической нелинейности — 
линейная связь между их приращениями. Та-
ким образом, для решения задачи о нелинейной 
сплошной среде можно использовать пошаго-
вые (инкрементальные) соотношения между 
напряжениями и деформациями. Наша задача 
состоит в том, чтобы выразить приращения 
напряжений ij  и деформаций ij  через 
приращения перемещений  iju  в предположе-
нии, что все они достаточно малы. 

Цель работы — линеаризовать уравнения 
сплошной нелинейной среды, построить ин-
крементальную матрицу жесткости с помощью 
метода конечных элементов и рассмотреть 
применение созданной модели для решения 
конкретных задач с геометрическими и физиче-
скими нелинейностями. 

Дальнейшая разработка модели нелиней-
ной среды основана на подходе Лагранжа [1, 
4], где модель строится в материальных коор-
динатах, которые жестко привязаны к дефор-
мируемой среде и деформируются вместе с 
ней. В связи с этим при больших деформациях 
после каждого расчетного шага конечно-
элементная сетка может сильно искажаться и 
ее приходится периодически перестраивать. 
Напряженно-деформированное состояние 
конструкции описывается вторыми тензорами 
напряжений Пиолы–Кирхгофа ijs  и тензорами 
деформаций Грина ije . 

Представим путь деформирования в виде 
последовательности равновесных состояний 

 (0) (1) ( ) ( 1) ( ), , ..., , , ..., ,N N RQ Q Q Q Q  

где  0Q и  RQ  — начальное и конечное состоя-
ния деформирования (рис. 1). 

Предположим, что все переменные состоя-
ний (напряжения, деформации и перемещения) 
известны на протяжении всей истории дефор-
мирования. Обозначим радиусы-векторы про-
извольной материальной точки в состояниях 

(0) ( ) ( 1), ,N NQ Q Q  как (0) ( ) ( 1), ,N Nr r r  соответ-
ственно (см. рис. 1). 

Тогда 
(0) ;i ixr i  

     ( ) (0) ;N
i i i i iX x ur r u i i  
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где ii  — базисные векторы прямоугольной де-
картовой системы координат, i  = 1, 2, 3; ,u  
 u u  и iu ,  i iu u  — векторы перемещений и 

их компоненты в состояниях ( )NQ  и ( 1)NQ  со-
ответственно; iX  — координата точки в сопут-
ствующей системе прямоугольных декартовых 
координат, связанной с основной системой ко-
ординат соотношением   .i i iX x u  

Здесь и далее использовано правило сум-
мирования по повторяющемуся (немому) ин-
дексу [5]. 

Тензоры деформаций Грина в состояниях 
( )NQ  и ( 1)NQ  имеют вид 

 
            
   

0 0
2

N N

ij
i j i jx x x x

e r r r r  

 
    

   
;j p pi

j i i j

u u uu
x x x x

 (1) 

   
        

   

( 1) ( 1) (0) (0)
2

N N
ij ij

i j i jx x x x
e e r r r r  

        
  

 
j ji i

j i

u uu u
x x

 

         


 
,p p p p

i j

u u u u
x x

 (2) 

где  ije  — тензор приращений деформаций 
Грина; р — целочисленный индекс, принимаю-
щий значения 1, 2, 3. 

Из выражений (1) и (2) найдем тензор при-
ращений деформаций Грина 
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где  ,pj  pi  — символы Кронекера. 
После линеаризации тензоров по прираще-

нию перемещений  pu  имеем 

  
                    

2 .p p p p
ij pj pi

j i i j

u u u u
x x x x

 (4) 

Принцип виртуальных перемещений для со-
стояния ( 1)NQ  можно записать в виде 

                   ij ij ij ij i i i
V

P P u dVs s e e  

         0,i i i
S

F F u dS  (5) 

где ijs  и  ijs  — вторые тензоры напряжений 
Пиолы–Кирхгофа и их приращений;   — сим-
вол вариации; iP  и iF  — заданные массовые и 
поверхностные силы, отнесенные к единичному 
объему и единичной площади недеформируе-
мого тела в состоянии (0) ;Q  V — объем тела. 

Подставляя соотношения (2)–(4) в выраже-
ние (5) и используя уравнения равновесия в 
состоянии ( ) ,NQ  получаем 

           0.ij ij i i i i
V S

P u dV F u dSs e  

Пренебрегая членами высшего порядка ма-
лости, после некоторых преобразований запи-
шем 
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Будем считать, что между приращениями 
напряжений и деформаций существует линей-
ная связь: 
     ,kl klmn mns C  

где   klmn lkmn klnm mnklC С C C  — тензор ко-
эффициентов упругости [6, 7]; k, l, m, n — цело-
численные индексы, принимающие значения 1, 
2, 3. 

В этом случае принцип возможных переме-
щений имеет вид 

 
Рис. 1. Последовательность переменных  

равновесных состояний 
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Используя выражение (4) и выделяя в пер-
вом слагаемом соотношения (6) члены, содер-
жащие только приращения перемещений, по-
лучаем 
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Рассмотрим произвольный конечный эле-
мент (КЭ), имеющий r узлов с номерами 

1 2, , ..., , ...,t ri i i i  [8]. Без ограничения общности 
можно считать, что ti t , в противном случае 
всегда можно осуществить перенумерацию уз-
лов КЭ. Аппроксимируем приращения пере-
мещений  iu ( i  = 1, 2, 3) в КЭ следующим об-
разом: 

  


    
1
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где pt  — базисные функции, равные единице 
в узле с номером t  и нулю в остальных узлах; 
 ptq  — приращения узловых перемещений. 

После подстановки выражения (8) в форму-
лу (7) для рассматриваемого КЭ принцип воз-
можных перемещений можно представить в 
виде 

   
 

        
  (0) (1) (2)

1 1
0,

r r
t s sst st st

s t
K K K q Q q  

где (0)
stK  — жесткость КЭ; (1)

stK  и (2)
stK  — 

начальные перемещения и напряжения КЭ; 
  sQ  — внешние нагрузки. 

Переходя к матричной формулировке зада-
чи, получим: 
                (0) (1) (2) ,K K K q Q  (9) 

где (0)[ ]K  — блочная инкрементальная матрица 
жесткости КЭ размером  ;r r  (1)[ ]K  и (2)[ ]K  — 
блочные матрицы начальных перемещений и 
напряжений КЭ; { }q  — вектор узловых пере-
мещений;  { }Q  — вектор внешних нагрузок. 

Каждая из подматриц блочных матриц (9) 
имеет размер 33, и ее элементы определяются 
по следующим зависимостям: 
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Интегрирование ведется по объему и по-
верхности рассматриваемого КЭ. Построение 
глобальной матрицы жесткости конструкции 
осуществляется на основе стандартной проце-
дуры суммирования по всем элементам, содер-
жащим общие узлы. В результате получается 
система линейных уравнений равновесия кон-
струкции, из которой определяются перемен-
ные состояния на (N + 1)-м шаге, такие как  ,iu  
 ,ij   ijs  и др. После каждого последующего 
шага полные перемещения вычисляются добав-
лением полученных инкрементальных узловых 
перемещений к текущим координатам узловых 
точек. Учитывая, что материальная (лагранже-
вая) система координат жестко связана с де-
формируемым телом, это приводит к необхо-
димости перестроения конечно-элементной 
сетки и матриц (10)–(13) на каждом шаге расче-
та. В современных программах расчета, в част-
ности в MARC, Nastran, Abacus, ANSYS, этот 
процесс выполняется автоматически при зада-
нии соответствующих опций [9]. 

В теории пластического течения часто по-
стулирована связь между тензором прираще-
ния напряжений Коши–Эйлера ijσ  и модифи-
цированным тензором деформаций Грина 

 .ije  В этом случае модифицированный тен-
зор приращений деформаций Грина можно по-
лучить, принимая за начальное состояние  NQ  
и используя прямоугольные декартовы коор-
динаты iX ( i 1, 2, 3): 
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В результате имеем 

       
 

.k l
ij kl

i j

x x
X X

 

Переход от тензоров напряжений Коши–
Эйлера к тензорам Пиолы–Кирхгофа осуществ-
ляется с помощью формулы [1] 
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В качестве первого примера рассмотрена 
физически нелинейная задача определения 
остаточных напряжений в крышке цилиндра 
транспортного дизельного двигателя, подробно 
описанная в работе [10]. После проведения 
приемо-сдаточных испытаний этого дизеля по 
требованию заказчика были замерены остаточ-
ные напряжения в семи крышках цилиндров. 
В результате имеются экспериментальные дан-
ные по уровню остаточных напряжений в 
крышках цилиндров после работы дизеля при 
вполне определенных и известных режимах 
нагружения, что позволяет оценить адекват-
ность расчетной методики. Сопоставление рас-
четных и экспериментальных данных показало, 
что вычисленные значения остаточных напря-
жений в наиболее напряженных элементах ог-
невого днища лежат в области, ограниченной 
90%-ным доверительным интервалом. Таким 
образом, подтверждена адекватность принятой 
математической модели. 

В качестве второго примера рассмотрим 
задачу формирования профиля прокладки для 
уплотнения газового стыка дизельного двигате-
ля транспортного назначения. В этой задаче 
перемещения прокладки соизмеримы с ее раз-
мерами, а процесс формирования профиля 
происходит за счет пластического деформиро-
вания материала, т. е. геометрическая нелиней-
ность сочетается с физической. 

Втулка и крышка цилиндра, соединенные 
через уплотнительную прокладку с помощью 
собственных небольших шпилек, образуют га-
зовый стык [11]. Верхний пояс втулки имеет 
относительную свободу для радиальных пере-
мещений от максимального давления газов 

maxp  и тепловых деформаций, которые ограни-
чены только силовой связью с крышкой ци-
линдра через уплотнительную прокладку. 

В результате на прокладку действуют ради-
альные сдвигающие усилия, которые оказыва-
ют существенное влияние на герметичность 
газового стыка. Гарантией герметичности сты-
ковых поверхностей прокладки должно быть 
отсутствие сдвигов. Однако при повышенном 
уровне форсирования по максимальному дав-
лению газов в цилиндре для выполнения этого 
условия недостаточно одних сил трения от 
начальной затяжки соединения. В этом случае 
применяют конструкцию газового стыка зам-
кового типа, схема которой приведена на рис. 2. 

В таком соединении повышенное сопротив-
ление сдвиговым деформациям создается не 
только за счет сил трения на поверхностях 
крышки крt  и втулки втt , но и с помощью сил P 
сопротивления срезу материала выступов на 
поверхностях стыка. Более полное заполнение 
профиля стыка металлом прокладки позволяет 
существенно нарастить его силовую замкну-
тость и сопротивление сдвиговым нагрузкам в 
первую очередь путем увеличения сил P, кото-
рые играют главную роль в обеспечении непо-
движности соединения. 

 
Рис. 2. Схема нагружения газового стыка 
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С этой целью при формировании профиля 
прокладки проводят предварительное обжатие 
стыка в специальных приспособлениях [12]. 
Усилие обжатия подбирают таким, чтобы в про-
кладке возникали пластические деформации. 
При пластическом течении материал прокладки 
заполняет профиль стыка на поверхностях 
крышки и втулки. Обычно прокладку изготав-
ливают из стали, обладающей повышенной пла-
стичностью (предел прочности в и условный 
предел текучести 0,2 примерно равны 0,5…0,65, 
относительное сужение   40 %). 

Далее рассмотрим задачу выбора оптималь-
ного профиля газового стыка по критерию 
наибольшего заполнения стыка материалом 
прокладки. Последовательные этапы деформи-
рования прокладки, полученные в результате 
расчета, показаны на рис. 3. 

Пластическая задача решалась на основе ас-
социированной теории течения. В качестве 
условия возникновения пластичности исполь-
зовался критерий Мизеса–Генки [13]. Матери-
ал прокладки — сталь 08кп — принимался 
изотропным упругопластичным. При задании 
физико-механических характеристик материа-
ла в расчете применялась экспериментальная 
зависимость –. Решение задачи выполня-
лось с автоматическим перестроением конеч-

но-элементной сетки и матрицы жесткости на 
каждом этапе расчета. Более подробно поста-
новка задачи и результаты ее решения описа-
ны в работе [11]. 

Рассмотренные задачи решались методом 
конечных элементов в трехмерной постановке 
в программном комплексе MSC.MARC. 

В полученном профиле газового стыка за-
полнение материалом прокладки составило бо-
лее 90 %. Проведенный анализ показал, что 
внедрение указанного профиля будет обеспечи-
вать герметичность газового стыка при повы-
шении давления в камере сгорания до самых 
высоких пределов, достигнутых в современном 
дизелестроении. 

Выводы 
1. На основе инкрементальных методов по-

строена конечно-элементная модель сплошной 
среды с геометрическими и физическими нели-
нейностями. 

2. Приведены задачи определения остаточ-
ных напряжений в крышке цилиндра транс-
портного дизельного двигателя и высадки 
прокладки его газового стыка, подтверждаю-
щие адекватность принятой математической 
модели.
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Рис. 3. Последовательные этапы деформирования прокладки при формировании профиля газового стыка 
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