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Рассмотрена плоская нелинейная задача динамики развертывания стержневой систе-
мы из одного положения в другое. Ферменная конструкция состоит из упругих нерас-
тяжимых стержней, связанных между собой на концах упруговязкими узловыми 
шарнирами, допускающими большие углы поворота. Между двумя любыми шарни-
рами в качестве связи может присутствовать растяжимый трос, длина которого мо-
жет изменяться по заданному закону во времени. Стержневая система, движение ко-
торой описывается в подвижной системе координат, присоединена к недеформируе-
мому космическому аппарату, совершающему перемещения и поворот относительно 
своего центра тяжести как свободное твердое тело. Перемещения каждого стержня 
характеризуются его конечным поворотом как твердого тела относительно прямой, 
проходящей через два соседних шарнирных узла, и изгибом с малым поперечным пе-
ремещением. Приведены уравнения движения в скоростях для космического аппара-
та и в выбранных обобщенных координатах для стержневой системы, полученные на 
основании принципа возможных перемещений. Рассмотрены задачи развертывания 
ферменной конструкции (в качестве фиксаторов положения которой выступают рас-
тяжимые тросы) из одного состояния в другое с помощью упругих или инерционных 
сил, а также сил натяжения растяжимых тросов переменной длины. 
Ключевые слова: динамика упругих систем, космический аппарат, подвижная систе-
ма координат, упруговязкие узловые шарниры, растяжимый трос, развертывание 
стержневой системы 

A planar nonlinear problem of the dynamics of deployment of a rod system from one 
position to another is considered in this paper. The truss structure consists of elastic 
inextensible rods, connected at the ends by elastic nodal hinges that allow large angles of 
rotation. Between any two hinges, a tensile cable can be included as a link, the length of 
which can vary according to a given law in time. The rod system, whose motion is described 
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in a moving coordinate system, is attached to a non-deformable spacecraft making 
movements and rotation relative to its center of gravity as a free solid body. The 
displacements of each rod are characterized by its finite rotation as a rigid body relative to a 
straight line passing through two adjacent hinge assemblies, and by a bend with a small 
transverse displacement. The equations of motion in velocities for the spacecraft and in the 
selected generalized coordinates for the rod system are obtained on the basis of the principle 
of possible displacements. The author examines the problems of unfolding the truss 
structure from one state to another, with tensile cables acting as position locking devices, 
due to elastic or inertial forces, as well as tension forces of the tensile cables of variable 
length. 
Keywords: elastic systems dynamics, spacecraft, mobile coordinate system, elastic-viscous 
nodal hinges, tensile cable, rod system deployment 

Используемые в настоящее время космические 
аппараты (КА) представляют собой, как прави-
ло, сложные конструкции, состоящие из раз-
личных элементов. После выведения на орбиту 
эти системы, предварительно компактно упа-
кованные, претерпевают существенные изме-
нения формы, приобретая конфигурацию, 
определяемую функциональным предназначе-
нием КА. К таким системам относятся панели 
солнечных батарей, штанги гравитационной 
стабилизации, космические манипуляторы, 
ферменные и антенные конструкции, тросовые 
системы и т. д. Задачам моделирования развер-
тывания или трансформации таких систем по-
священы многочисленные работы [1–9]. 

Для развертывания стержневой системы, на 
которой должны быть расположены гравита-
ционный стабилизатор, блоки приборов и т. д., 
необходимо зафиксировать положение стерж-
ней в определенный момент времени. Для этого 
можно использовать упруговязкие зажимы, 
зажимы сухого трения или тросовые элементы. 
В настоящей работе для фиксации положения 
упругих стержней использована система рас-
тяжимых тросов, длина которых может изме-
няться по заданному закону во времени. Рас-
пределенная масса троса приведена к узлам, 
поэтому в пределах длины элемента, концы ко-
торого соединены с узлами, он считается безы-
нерционным. 

В данной статье, являющейся продолжени-
ем работы [10], в отличие от публикации [11] 
рассмотрена плоская трансформируемая 
стержневая система, состоящая из упругих не-
растяжимых стержней, движение которой 
описывается в подвижной системе координат 
(ПСК). Сделаны обобщения математической 
модели [10], учитывающие наличие тросов 
между произвольными шарнирными узлами. 
Приведены примеры расчета развертывания 

ферменной стержневой системы (ФСС) из 
начального (транспортировочного) положе-
ния в другое с помощью сил упругости или 
инерционных (центробежных) сил, а также 
сил натяжения тросов при заданном измене-
нии их длины. 

Цель работы — решение нового класса задач 
динамики упругих трансформируемых управ-
ляемых стержневых систем с тросовыми эле-
ментами. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим соединенную 
с КА в узле  0k  с координатами 0x , 0y  плос-
кую стержневую систему, состоящую из упру-
гих произвольно ориентированных нерастя-
жимых стержней, концы которых связаны 
между собой упруговязкими узловыми шарни-
рами, допускающими большие углы поворота 
(рис. 1). Погонные массы km  и изгибные жест-
кости kEI  стержней приняты постоянными в 
пределах их длин kl  (k = 1, 2,…, n). В шарнир-
ных узлах  0, 1, ,k n  присутствуют сосредо-
точенные массы k  и пружины с угловой жест-
костью k  и вязким демпфированием  .k  
В некоторых узлах система может иметь стаци-
онарные или переменные (управляемые) изло-
мы с заданными углами ( ).t  

 
Рис. 1. Общий вид рассматриваемой системы 
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Движение свободной составной системы 
(КА плюс стержневая система) описывается в 
ПСК ,Cxy  связанной с недеформируемым 
твердым телом (КА), с началом в его центре 
масс (центре тяжести — ЦТ). Параметры КА: 

0M  — масса, 0J  — момент инерции относи-
тельно ЦТ. Проекции скорости точки C  на оси 
х и y ПСК обозначим через  ( )Cx t  и  ( ),Cy t  а 
угловую скорость КА — ( ).t  Кинематика КА 
определяется проекциями на оси ПСК переме-
щений ЦТ Cxu  и ,Cyu  а также углом поворота 
 :C     ;Cx Cx Cxu u     .Cy Cy Cyu u  

Активное управление системой осуществля-
ется за счет приложенных к КА сил ( ),CX t  

( )CY t  и момента ( ),CM t  а также сил ( )kX t  и 
( ),kY t  возникающих в узлах  1, 2, ,k n  

(см. рис. 1). 
Перемещения k-го стержня относительно 

ПСК обусловлены его поворотом как твердого 
тела на угол  ( )k t , отсчитываемый от оси x  
(т. е. поворотом прямой, проходящей через уз-
лы 1k  и ),k  и изгибом относительно этой 
прямой. Изгибное (поперечное) перемещение 
 ( , )k s t  точки s  k-го стержня будем считать 
малым и упругим, представляя его в двухчлен-
ном приближении формой прогиба с углами 
k  и k  между касательной к изогнутой оси 
стержня и его недеформированной осью в 
( 1k )-м и k-м шарнирных узлах (рис. 2). 

Все необходимые выкладки к получению 
уравнений движения с помощью принципа 
возможных перемещений (принципа Даламбе-
ра–Лагранжа), а также полная система уравне-
ний с коэффициентами при произвольном чис-
ле стержней, приведены в работе [10]. 

 
Тросовые растяжимые элементы. Пассивное 
управление изменением формы системы осу-
ществляется путем освобождения связей пред-
варительно напряженных узловых пружин и с 
помощью сил натяжения тросовых элементов, 
расположенных между двумя произвольными 

шарнирными узлами. Пусть между двумя узла-
ми с номерами r  и p  ( p r ) размещен упругий 
на растяжение регулируемый трос (см. рис. 1, 
штриховая линия, связывающая узел 1 и n ) с 
переменной длиной 
   0 0 ,rp rp rpl l l  (1) 

где    0 0 0 2 0 0 2( ) ( )rp p r p rl x x y y  — начальная 
геометрическая длина троса ( 0

px , 0
py  и 0

rx , 
0
ry  — начальные координаты узла p  и r ); 
 rpl  — переменная длина троса, изменяющаяся 
по заданному закону во времени. 

Для учета троса в выражение для потенци-
альной энергии системы, приведенное в работе 
[10], следует добавить  П П П ,rp  где 
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где rpEF  — жесткость на растяжение–сжатие; 
rpl  — текущая длина троса, rpl  
   2 2( ) ( ) .p r p rx x y y  

Координаты узлов с номерами r  и p  опре-
деляются следующим образом [10]: 
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где 0x , 0y  — постоянные координаты узла 
 0k , расположенного на КА. 
Тросовые элементы не работают на сжатие, 

поэтому приняты следующие условия: при 
 0rp rpl l  выражение для rp  с учетом соотноше-

ния (1) вычисляется по формуле (2), при 
 0rp rpl l  следует считать   0.rp  
Вариация вклада в потенциальную энергию 

троса, расположенного между узлами с номе-
рами r  и p , записывается в виде 

  
   

 
    

 
 0 1 1

1 1 ,
p p
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EF l l s
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 (3) 

где   sin( ).ij i js  
Нелинейная система 3 3n  дифференциаль-

ных уравнений, записанная в матричном виде 
[10], дополняется следующим образом: 
        1 2 ,Mp Nz Dp Kq T Q Q  (4) 

где    (3 3) (3 3)( , ) n ntM M r  — симметричная  
нелинейная матрица инерции, коэффици- 
енты которой зависят от обобщенных коорди-
нат,   T

(6 6) 1[ ] ;nr p q        1[ , , , , , ,cx cy np  
 

Рис. 2. Стержневой элемент системы 
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        T
1 1 (3 3) 1, , , , , ]n n n  — вектор линейных 

и угловых скоростей;     1[ , , , , , ,cx cy c nu uq  
      T

1 1 (3 3) 1, , , , , ]n n n  — вектор перемеще-
ний и углов поворота;    (3 3) (2 3)( , ) n ntN N r  — 
матрица нелинейных частей, коэффициенты ко-
торой зависят от обобщенных координат, при-
чем квадратная матрица, получаемая из первых 

( 3)n  строк и столбцов, является антисим-
метричной;       2 2[ , , , (2 ),cx cy m mz  

     T
(2 3) 1( )( )]m m m n  — вектор нелинейных 

частей ( m  последовательно принимает значе-
ния от 1 до n);    (3 3) (3 3)( ) n ntD D  и 

   (3 3) (3 3)( ) n ntK K  — симметричные матрицы 
демпфирования и жесткости;  (3 3) 1nT  — вектор 
тросовых элементов, ненулевыми элементами 
которого являются коэффициенты, полученные 
из выражений (3) при различных вариациях 
 j  ( 1, 2, ...,j n );  1(3 3) 1nQ  — вектор правых 
частей, обусловленный приложенными силами 
и моментами;  2 (3 3) 1nQ  — вектор правых ча-
стей, обусловленный возможными управляе-
мыми изломами в узлах. 

Система уравнений (4) решается в про-
граммном комплексе компьютерной алгебры 
PTC MATHCAD 15.0 M045 с помощью стан-
дартной программы решения систем диффе-
ренциальных уравнений AdamsBDF, реализу-
ющая метод Адамса («нежесткие системы») и 
метод обратного дифференцирования («жест-
кие системы») с автоматическим выбором меж-
ду ними, исходя из входных данных. 

 
Примеры расчета развертывания ФСС. Рас-
смотрим КА с присоединенной стержневой си-
стемой со следующими параметрами:  4;n  
kl 1,5 м, km 1,696 кг/м,   41,374 10kEI  Па·м4, 

  0,5k  кг  ( 1, , 4);k  0 122,5M  кг, 0J  
 10 кг·м2,  0 0 0,35x y  м. Между узлами 0 и 2, 
1 и 3, 2 и 4 присутствуют тросы с жесткостями 

    5
02 13 24 6,597 10EF EF EF  Па·м2. 
Решим задачу развертывания ФСС, стержни 

которой в начальный момент времени прижаты 
друг к другу и ориентированы в направлении 
оси Cy , а узловые пружины (при их наличии) 
предварительно напряжены. Начальные усло-
вия для стержней при  0t  запишем в следую-
щем виде:     1 3 /2;      2 4 /2;    0;k  
  0;k    0;k    0;k    0k  ( 1, 2, 3, 4).k  
В раскрытом положении углы между соседни-
ми стержнями должны быть равны   1| |k k  
 /2  рад при  2, 3, 4,k  что обеспечивается 
соответствующими длинами тросов — началь-
ными или измененными программно. 

Условие   0rp  при  0rp rpl l  реализуется пу-
тем обнуления жесткости соответствующего 
троса:  0rpEF  при  0 .rp rpl l  

Рассмотрены четыре задачи развертывания 
ФСС, осуществляемого с помощью центробеж-
ных сил предварительно раскрученного КА, 
инерционных сил КА под действием горизон-
тальной внешней силы, горизонтальной силы в 
четвертом шарнире, имитирующей реактивную 
силу, и упругих сил предварительно напряжен-
ных пружин с программным изменением дли-
ны связывающих узлы тросов. 

Развертывание ФСС с помощью центро-
бежных сил. В первой задаче заданы следующие 
параметры жесткости и вязкости узловых шар-
ниров:   0,25k  Н·м;   0,1k  Н·м·с (k = 0, 1, 2, 
3). Внешние силы и моменты, действующие на 
систему, отсутствуют: ( ) 0;CM t  ( )CX t  
 ( ) 0;CY t   ( ) ( ) 0k kX t Y t  (k = 1, 2, 3, 4). 
Начальные длины тросов постоянной длины 
(     02 13 24 0l l l ) приняты равными 

  0 0 0
02 13 24 2,121l l l  м для выполнения условия 

   1| | /2k k  рад (  2, 3, 4k ) в конечном по-
ложении развертывания. Интегрирование си-
стемы при начальных условиях   0Cx Cyu u , 
  0C ,     0Cx Cy  и   0,5  рад/с проведены 
в интервале   0 60t T  с при количестве раз-
биений  60 000N . 

Характер развертывания ФСС с тросами по-
стоянной длины проиллюстрирован на рис. 3, 
где представлен график изменения параметра 
  3 2( ) /2  по всему интервалу интегриро-

вания. Как видно из рис. 3, до некоторого мо-
мента времени (пока расстояние между соот-
ветствующими шарнирными узлами не станет 
равным длине троса) стержни движутся под 
действием упругих сил узловой пружины. За-
тем происходит натяжение троса до некоторо-

 
Рис. 3. Характер развертывания ФСС с тросами  

постоянной длины 
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го значения, в нем возникает упругая восста-
навливающая сила, которая при превышении 
соответствующей упругой силы узловой пру-
жины начнет перемещать стержни в обратном 
направлении, после чего трос при соблюдении 
условия  0rp rpl l  выключится из работы. По 
инерции стержни продолжат двигаться в об-
ратном направлении до некоторого положе-

ния, пока упругая сила в шарнире не превысит 
необходимое значение. Этот процесс повторя-
ется, пока остаточные колебания стержней не 
прекратятся. 

Последовательность и время первого срабаты-
вания соответствующего троса: трос между уз-
лами 2 и 4 — при  24 3,578t t  c; трос между 
узлами 1 и 3 — при  13 3,600t t  c; трос меж- 

 
Рис. 4. Последовательные положения ФСС при развертывании с помощью центробежных сил  

в разные моменты времени: 
а —  24 ;t t  б —  13 ;t t  в —  02 ;t t  г —  60t  с 

      

      
Рис. 5. Зависимости параметров ФСС и КА от времени t при развертывании системы  

с помощью центробежных сил: 
а, б — углов поворота стержней    1 2 3 4, , , ;  в — угла поворота КА  ;C  г — перемещений ЦТ КА Cxu  и Cyu  
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ду узлами 0 и 2 — при  02 4,868t t  c. На рис. 4 
показаны положения системы в моменты вре-
мени  24t t ,  13t t ,  02t t  и  60t  с в ПСК Cxy . 
Здесь и далее для наглядности сплошная линия, 
показывающая изогнутую ось стержня, построе-
на с масштабным коэффициентом 50, а натяну-
тый в данный момент трос изображен тонкой 
сплошной линией. 

На рис. 5 приведены зависимости парамет-
ров ФСС (углов поворота стержней 1 , 2 , 3 , 
4 ) и КА (угла поворота C  и перемещений ЦТ 

,Cxu  Cyu ) от времени. 
Развертывание системы с помощью инер-

ционных сил. Во второй задаче приняты следу-
ющие параметры жесткости и вязкости узловых 
шарниров:   0,5k  Н · м;   0,1k  Н · м · с 
(  0, 1, 2, 3k ). Внешние силы и моменты, дей-
ствующие на систему: ( ) 0CM t ;  ( ) 5CX t  Н; 

( ) 0;CY t   ( ) ( ) 0k kX t Y t  (k = 1, 2, 3, 4). На-
чальные длины тросов постоянной длины взя-
ты аналогично первой задаче:  0 0

02 13l l  
 0

24 2,121l  м. Интегрирование системы при 

 
Рис. 6. Последовательные положения ФСС при  
развертывании с помощью центробежных сил  

в разные моменты времени: 
а —  24 ;t t  б —  13;t t  в —  02 ;t t  г —  40t  с 

 

      

      
Рис. 7. Зависимости параметров ФСС и КА от времени t при развертывании системы 

с помощью инерционных сил: 
а, б — углов поворота стержней    1 2 3 4, , , ;  в — угла поворота КА  ;C  г — перемещений ЦТ КА Cxu  и Cyu  
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начальных условиях   0Cx Cyu u ,   0C , 
    0Cx Cy  и   0  выполнено в интервале 
  0 40t T  с при количестве разбиений 
 40 000N . 
Последовательность и время первого срабаты-

вания соответствующего троса: трос между узла-
ми 2 и 4 — при  24 2,719t t  c; трос между уз-
лами 1 и 3 — при  13 2,910t t  c; трос между 
узлами 0 и 2 — при  02 4,147t t  c. На рис. 6 
показаны положения системы в моменты вре-
мени  24t t ,  13t t ,  02t t  и  40t  с в 
ПСК .Cxy  

На рис. 7 приведены зависимости парамет-
ров ФСС (углов поворота стержней как твердо-
го тела 1 , 2 , 3 , 4 ) и КА (угла поворота C  
и перемещений ЦТ ,Cxu  )Cyu  от времени. 

Развертывание ФСС с помощью узловой 
горизонтальной силы. В третьей задаче рас-
смотрено развертывание с помощью горизон-
тальной силы в четвертом узловом шарнире, 
которая, например, может имитировать не-
большой реактивный двигатель (в частности, 
на сжатом воздухе). Приняты следующие пара-
метры системы:   0,25k  Н·м;   0,1k  Н·м·с 
(  0, 1, 2, 3k ). Внешние силы и моменты, дей-
ствующие на систему: ( ) 0;CM t  ( )CX t  
 ( ) 0;CY t  ( ) 0kX t  (k = 1, 2, 3, 4); ( ) 0kY t  
(k = 1, 2, 3); 4 ( ) 1Y t  Н. Начальные длины тро-
сов   0 0 0

02 13 24 2,121l l l  м. Интегрирование си-
стемы при начальных условиях   0Cx Cyu u , 
  0,C      0Cx Cy  и   0  проведено в ин-
тервале   0 40t T  с при количестве разбие-
ний  40 000N . 

Последовательность и время первого срабаты-
вания соответствующего троса: трос между узла-

ми 2 и 4 — при  24 2,124t t  c; трос между уз-
лами 1 и 3 — при  13 3,508t t  c; трос между 
узлами 0 и 2 — при  02 4,512t t  c. На рис. 8 
показаны положения системы в моменты вре-
мени  24t t ,  13t t ,  02t t  и  40t  с в ПСК ко-
ординат Cxy . 

На рис. 9 приведены зависимости парамет-
ров ФСС (углов поворота стержней 1 , 2 , 3 , 
4 ) и КА (угла поворота C  и перемещений ЦТ 

,Cxu  Cyu ) от времени. 
Развертывание ФСС с помощью изменения 

длины тросов. В четвертой задаче приняты 
следующие параметры жесткости и вязкости 
узловых шарниров:  0 0,5 Н·м;  0 2,5  Н·м·с; 
 1,0k  Н·м;   0,1k  Н·м·с (k = 1, 2, 3). Внеш-
ние силы и моменты, действующие на систему, 
отсутствуют: ( ) 0;CM t   ( ) ( ) 0;C CX t Y t  

 ( ) ( ) 0k kX t Y t  (k = 1, 2, 3, 4). Развертывание 
системы происходит с помощью упругих сил 
предварительно напряженных пружин с посто-
янно действующими ограничениями в виде 
программно изменяющихся длин, связываю-
щих узлы тросов. Начальные геометрические 
длины тросов   0 0 0

02 13 24 0l l l . Каждый трос 
одновременно в процессе раскрытия за  20t  c 
равномерно увеличивает свою длину так, чтобы 
было выполнено условие    1| | /2k k  рад 
(  2, 3, 4k ) в конечном положении разверты-
вания. Таким образом,    02 13(0) (0)l l  
  24 (0) 0l  и      02 13 24(20) (20) (20)l l l  
 2,121  м и скорость увеличения длины троса 
составляет примерно 0,106  м/с. Интегрирова-
ние системы при начальных условиях 

  0,Cx Cyu u    0,C      0Cx Cy  и   0  
проведено в интервале   0 30t T  с при ко-
личестве разбиений  30 000.N  

Характер развертывания ФСС с тросами, 
длина которых изменяется по программному 
закону, проиллюстрирован на рис. 10. На нем 
видно, что в отличие от рис. 3, процесс рас-
крытия системы идет более гладко без рывков, 
что уменьшает нагрузки на узловые шарниры. 
Тросы плавно подводятся до состояния 

 0rp rpl l , и остаточные колебания после занятия 
конечного положения системы быстро гасятся 
благодаря демпфированию в шарнирах. Сле-
дует отметить, что необязательно начинать 
выпускать тросы одновременно. Например, 
для большей «гладкости» процесса их можно 
выпустить поочередно. 

На рис. 11 показаны положения ФСС в мо-
менты времени t = 5, 10, 20 и 30 с в ПСК коор-
динат Cxy . 

 
Рис. 8. Последовательные положения ФСС  

при развертывании с помощью узловой  
горизонтальной силы в разные моменты времени: 

а —  24 ;t t  б —  13;t t  в —  02 ;t t  г —  40t  с 
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На рис. 12 приведены зависимости пара-
метров ФСС (углов поворота стержней 1 ,  
2 , 3 , 4 ) и КА (угла поворота C  и пере-
мещений ЦТ ,Cxu  Cyu ) от времени. Графики, 
представленные на рис. 12, отличаются от та-
ковых для предыдущих задач более плавным 
характером изменения соответствующих ве- 
личин. 

 
Рис. 10. Характер развертывания ФСС 

с тросами переменной длины 

 
Рис. 11. Последовательные положения ФСС  

при развертывании с помощью изменения длины 
тросов в разные моменты времени: 

а — t = 5 с; б — t = 10  с; в — t = 20 с; г — t = 30 с 

      

      
Рис. 9. Зависимости параметров ФСС и КА от времени t при развертывании системы с помощью узловой  

горизонтальной силы: 
а, б — углов поворота стержней    1 2 3 4, , , ;  в — угла поворота КА  ;C  г — перемещений ЦТ КА Cxu  и Cyu  
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Выводы 
1. Рассмотрена плоская трансформируемая 

стержневая система, состоящая из упругих не-
растяжимых стержней, движение которой опи-
сывается в ПСК. Приведены обобщения мате-
матической модели, учитывающие наличие 

троса между произвольными шарнирными уз-
лами. 

2. Приведены примеры расчета развертыва-
ния ФСС из начального (транспортировочного) 
положения в другое с помощью сил упругости, 
инерционных и центробежных сил, а также сил 
натяжения тросов при заданном изменении их 
длины. 
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