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Разработана методика численного расчета движения изогнутой в дугу винтовой пру-
жины, возбуждаемой вращением одного из захватов. При численном моделировании 
пружина заменялась дискретным набором витков, каждый из которых рассматривал-
ся как конечный элемент. Для построения геометрически нелинейного конечного 
элемента — витка, учитывающего большие перемещения и повороты, малые относи-
тельные перемещения отсчитывались от промежуточного «теневого» положения, в 
котором элемент не деформирован. Для исключения особых точек полные повороты 
представлены комбинацией тензора и вектора. При этом тензор большого поворота 
на шаге интегрирования оставался неизменным, а варьируемая малая часть поворота 
описывалась вектором Эйлера. Представлена методика получения касательной мат-
рицы жесткости, матрицы обобщенных масс и гироскопической матрицы конечного 
элемента — витка. Полученные нелинейные уравнения движения модели пружины, 
составленной из таких конечных элементов, численно проинтегрированы методом 
Ньюмарка. Результаты расчета подтверждены данными натурных экспериментов с 
вращающейся изогнутой пружиной. 
Ключевые слова: винтовая цилиндрическая пружина, конечный элемент–виток, 
большие повороты, вектор Эйлера, метод теневого элемента, геометрическая нели-
нейность 

A method is developed for numerical calculation of the motion of a curved coiled spring 
excited by the rotation of one of the grips. For the simulation purposes, the spring is 
replaced by a discrete set of coils, each of which is considered as a finite element. To 
construct a geometrically non-linear finite element, that is a coil that takes account of large 
displacements and rotations, small displacements are counted from an intermediate 
«shadow» position, in which the element is not deformed. To exclude special points, full 
rotations are represented as a combination of a tensor and a vector, where the tensor of the 
large rotation is constant at the integration step, while the variable small part of the rotation 
is described by the Eluer vector. The method of obtaining the tangent of the rigidity matrix, 
the generalized mass matrix and the hydroscopic matrix of the finite element (coil) are 
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presented.  Non-linear equations are obtained describing the motion of the spring model 
constructed of such finite elements and numerically integrated by the Newmark method. 
The calculations results are confirmed by the data obtained through full-scale experiments 
with a rotating curved spring. 
Keywords: coil cylindrical spring, finite element (coil), large rotations, Euler vector, shadow 
element method, geometrical non-linearity 

Винтовые цилиндрические пружины можно ис-
пользовать не только как упругие элементы, но и 
как инструменты пружинных мельниц, вибро-
просеивателей, шнеков и других механизмов, 
предназначенных для обработки или перемеще-
ния материала [1]. Например, спиральные гро-
хоты оснащены вращающимися цилиндриче-
скими пружинами, просеивающими сыпучий 
материал сквозь зазоры между витками, а также 
дробящими крупные фракции материала. Ци-
линдрические пружины в подобных установках, 
как правило, изогнуты в дугу. К одному концу 
пружины приложен крутящий момент от двига-
теля, в то время как другой ее конец свободно 

вращается в подшипнике, нагруженный момен-
том сил трения последнего [1]. 

Интенсивные вибрации вращающейся изо-
гнутой пружины должны быть исследованы 
еще на этапе проектирования для того, чтобы 
выполнить отстройку от резонансных режимов 
вращения или настройку на них, если они яв-
ляются целесообразными по технологическим 
причинам. 

Цель работы — создание методики исследо-
вания динамических явлений в изогнутых вра-
щающихся пружинах, основанной на использо-
вании витка пружины в качестве конечного 
элемента. 

 
Экспериментальный стенд и параметры пру-
жины. Численное исследование проведено для 
пружины экспериментального стенда (рис. 1), 
разработанного Р.Н. Бадиковым [1]. 

Рассмотрена пружина со следующими ис-
ходными параметрами: 

• модуль упругости материала   112 10E Па; 
• коэффициент Пуассона материала   0,3;  
• плотность материала   8 000 кг/м3; 
• радиус цилиндра, описывающего пружину, 

  313,25 10R м; 
• диаметр проволоки   32,6 10d м; 
• угол подъема винтовой линии   3,5 ;  
• количество витков  38N . 
Оба конца пружины закреплены в специ-

альных захватах с винтовыми выемками. Захва-
ты размещены в цилиндрических шарнирах. 
Вращение от электродвигателя передавалось на 
один из захватов, второй являлся пассивным 
(рис. 1, а). Стенд позволяет задавать произ-
вольное положение захватов пружины в плос-
кости основания и создавать ее разнообразные 
начальные конфигурации. В ходе динамических 
испытаний пружина, установленная на стенде, 
вращалась с постепенно увеличивающейся уг-
ловой скоростью до момента наступления ре-
зонанса. 

 
Представление поворота комбинацией фик-
сированного тензора и варьируемого вектора. 
В кинематике известно очень много способов 

  

  
Рис. 1. Внешний вид (а) и схема (б)  

экспериментального стенда ((t) — заданный закон 
 вращения ведущего захвата; t — время) 
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описания больших поворотов [2]. Почти все 
эти способы имеют один и тот же дефект, а 
именно содержат особые точки. Проблема за-
ключается в том, что производные кинематиче-
ских параметров (например, углов Эйлера, уг-
лов Крылова, проекций вектора Родрига и т. п.) 
не для всех случаев удается выразить через уг-
ловые скорости вследствие вырождения соот-
ветствующей системы алгебраических уравне-
ний. На практике это приводит к ограничению 
угла поворота, до которого удается выполнить 
численное интегрирование кинематических 
уравнений. Наиболее очевидно наличие осо-
бенности при описании вращения вектором 
Родрига, который обращается в бесконечность 
при повороте всего лишь на угол . 

Один из способов обхода указанной про-
блемы (инкрементный способ) представлен в 
работе [3], где предложено хранить поворот в 
виде двух частей — большой и малой. Большая 
часть должна сохраняться в виде тензора (или 
матрицы) и быть неизменной на шаге интегри-
рования, а малая часть представлена вектором 
Эйлера (вектор ориентации). Вектор Эйлера 
систематически используется во многих рабо-
тах, в частности в [3–10]. Так как длина вектора 
Эйлера, имеющая смысл угла поворота, всегда 
мала, особая точка 2, характерная для этого 
вектора, никогда не достигается. 

Тензор поворота связан с вектором Эйле-
ра   соотношением, которое можно рассмат-
ривать как тензорную функцию векторного ар-
гумента [5–7]: 

  


   2
1 cos sin

( ) cos ,L E E
 

   


 (1) 

где ( )L   — функция, вычисляющая тензор по-
ворота по заданному вектору Эйлера; E — еди-
ничный тензор;   — диадное произведение 
векторов; E  — кососимметричный тензор с 
сопутствующим вектором  . 

В начале шага итерационного процесса или 
шага интегрирования по времени положение и 

повороты всех узлов конструкции заданы, по-
этому тензоры поворотов всех узлов известны. В 
процессе шага интегрирования накопленную 
часть поворота произвольного узла (в виде тен-
зора R0) предлагается оставлять неизменной, а 
изменять только дополнительную часть (в виде 
вектора Эйлера ).  Вектор Эйлера каждый раз 
начинает отсчитываться от текущего положения 
узла, что равносильно повороту системы коор-
динат. Поэтому в начале шага интегрирования 
вектор Эйлера всегда равен нулю, а так как шаг 
интегрирования по времени мал, то вектор Эй-
лера никогда не достигает критического значе-
ния 2. После выполнения шага интегрирования 
вектор Эйлера с помощью функции (1) превра-
щается в тензор дополнительного поворота и 
перемножается с тензором накопленного пово-
рота R0, т. е. припасовывается к большому пово-
роту и становится его частью. Следующий шаг 
интегрирования опять начинается с нулевого 
вектора Эйлера. Фактически вектор Эйлера жи-
вет только на шаге интегрирования. В табл. 1 
представлены этапы этого алгоритма [3, 4]. 

 
Построение касательной матрицы жесткости 
конечного элемента — витка (КЭВ) при 
больших перемещениях и поворотах. В рабо-
те [11] показано, что для расчета частот и форм 
колебаний пружины при малых перемещениях 
вполне пригоден конечный элемент, состоящий 
из одного витка с узлами, расположенными на 
оси пружины (не на оси проволоки!). По срав-
нению с обычными стержневыми элементами 
КЭВ существенно снижает вычислительные 
затраты (примерно в 20 раз) и не менее суще-
ственно улучшает обусловленность системы 
разрешающих уравнений. 

Для перехода от малых перемещений и пово-
ротов к большим в данной работе использован 
метод теневого элемента (corotational finite 
element) [3, 9, 12, 13], основанный на том, что 
деформации в материале пружины являются 
малыми. 

Таблица 1 
Алгоритм припасовывания малого поворота к большому 

Этап Накопленный поворот Вектор Эйлера 

Начало шага интегрирования 0R    
Конец шага интегрирования 0R    
Припасовывание малого поворота к большому и сброс малого 
поворота 

 0 0( )R L R     
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Для выделения малых перемещений и пово-
ротов, вызванных незначительными деформа-
циями, полное (большое) перемещение КЭВ 
рассмотрено как состоящее из нескольких эта-
пов (рис. 2). 

В исходном состоянии пружина и виток не 
деформированы, это положение (I). В актуаль-
ном состоянии (III), которого достигает виток в 
процессе движения, он деформирован, но так 
как деформации в материале проволоки малы, 
искажение конфигурации витка невелико. 
В связи с этим можно рассматривать переход из 
исходного состояния в актуальное как комби-
нацию жесткого перемещения из положения (I) 
в промежуточное теневое положение (II) с по-
следующим наложением малых перемещений, 
обусловленных незначительными деформаци-
ями в материале (переход из (II) в (III)). Термин 
«теневое» объясняется тем, что состояние (II) 
реально не существует, оно конструируется ис-
кусственно. 

Очевидно, что выбор теневого положения 
неоднозначен, но состояния (II) и (III) должны 
быть максимально близкими. При нахождении 
положения (II) в данной статье использован 
подход, предложенный в работе [3]: из тензо-
ров фиксированных больших узловых поворо-
тов R0a и R0b с помощью специального алгорит-
ма [3] формируется тензор среднего поворота 
Rm, а из векторов линейных перемещений узлов 
ua и ub — вектор среднего перемещения um =  
= (ua + ub)/2. Тогда переход из (I) в (II) можно 
рассматривать как параллельный перенос КЭВ 
на вектор um с последующим поворотом вокруг 
центра (средняя точка между узлами КЭВ) на 

тензор Rm. Сопоставление радиусов-векторов и 
поворотов узлов КЭВ в состояниях (II) и (III) 
позволяет найти малые перемещения и поворо-
ты, вызванные деформациями 
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где Ize  — орт оси КЭВ в состоянии (I)  
(см. рис. 2); l — расстояние между узлами КЭВ в 
исходном состоянии; ,a  b  — векторы малых 
дополнительных узловых поворотов; 1  — век-
тор малого относительного поворота узлов 

 10( –( ) ,a mR L R  0 1( ) ).b mR L R  
Здесь и далее звездочка в верхнем индексе 

параметров указывает на малые перемещения и 
повороты (см. рис. 2), вызванные упругими де-
формациями. 

По найденным малым упругим перемещени-
ям (как и в работе [3]) получена потенциальная 
энергия деформации КЭВ 
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где II[ ]K  и 0[ ]K  — локальная матрица жестко-
сти КЭВ из работы [11], после поворота КЭВ 
в положение (II) и в базовом положении (0) 
(см. рис. 2); [ ]allR  — полная матрица поворота 
из положения (I) в положение (II); IIR  — тен-
зор поворота из положения (I) в положение 
(II); IR  — тензор поворота из положения (0) 
в положение (I). 

Здесь и далее квадратными скобками обо-
значены матрицы размером 1212, при этом 
тензорам соответствуют матрицы 33. 

Согласно общим положениям механики, 
первые производные потенциальной энергии 
деформации по обобщенным узловым переме-
щениям являются неуравновешенными узло-

   
Рис. 2. Схема перемещения и поворотов КЭВ  

в базовом (0), исходном (I), теневом (II)  
и актуальном (III) состояниях 
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выми силами, взятыми с обратным знаком, а 
вторые производные — касательными жесткос-
тями. Таким образом, вектор неуравновешен-
ных упругих сил P и касательную матрицу 
жесткости [Ktang] можно представить в следую-
щем виде: 
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где y — вектор узловых перемещений КЭВ 
(тензоры поворота R0a и R0b фиксированы на 
шаге интегрирования, поэтому не входят в со-
став y). 

Описанный алгоритм получения P и tang[ ]K  
практически полностью идентичен алгоритму, 
приведенному в работе [3]. Отличие заключа-
ется в матрице 0[ ]K , которая в работе [3] явля-
ется общеизвестной матрицей жесткости пря-
молинейного стержневого конечного элемен-
та. Здесь же 0[ ]K  — матрица жесткости КЭВ 
при малых перемещениях. Так как других раз-
личий нет, результат вычисления производ-
ных в формулах (2) будет тем же, что и в рабо-
те [3]: 
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Следует отметить, что в работе [3] выполне-
но уточнение матрицы tang[ ],K  которое сводит-
ся к добавлению слагаемых, учитывающих вли-
яние внутренних сил на жесткости. Для КЭВ, 
который в отличие от обычного стержневого 
конечного элемента является «мягким», т. е. не 
содержит жесткостей, различающихся на по-
рядки, необходимости в дополнительных слага-
емых не возникает. 

Построение матрицы обобщенных масс, век-
тора инерционных нагрузок и гироскопиче-
ской матрицы КЭВ. С матрицей масс связана 
кинетическая энергия 
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где ,av  bv  — линейные скорости узлов; ,aω  
bω  — угловые скорости сечений; *[ ]allR  — мат-

рица поворота, учитывающая малые повороты 
(в отличие от [ ]);allR  I[ ]M  — локальная матри-
ца масс КЭВ из работы [11], соответствующая 
положению (I) на рис. 2. 

Линейные скорости ,av  bv  равны произ-
водным линейных перемещений, а угловые 
скорости aω , bω  выражаются через производ-
ные векторов Эйлера с помощью тензора  
П.А. Жилина [4–6]: 
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где ( )B   — функция, вычисляющая тензор  
П.А. Жилина по заданному вектору Эйлера. 

Отметим, что название «тензор Жилина» не 
относится к общепринятым, например, в рабо-
те [10] использована матрица с названием 
«tangent operator», соответствующая тензору BТ. 
Хотя П.А. Жилин не является автором этого 
тензора, но после публикации его работ тен-
зор B превратился в повседневный инструмент 
очень многих исследователей. Поэтому исполь-
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зование фамилии Жилина в названии тензора B 
вполне оправданно. 

Подстановка выражения (5) в формулу (4) 
позволяет представить кинетическую энергию 
через обобщенные скорости 

 
T
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
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[ ] [ ] [ ][ ][ ] [ ],all all all all

T y M y
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где [M] — матрица обобщенных масс. 
Дальнейший вывод выражений для гиро-

скопической матрицы и вектора инерционных 
нагрузок целесообразно проводить в индексной 
форме. Кинетическая энергия в индексной 
форме определяется как 

    1 ,
2 i ij jT y M y  (6) 

где Mij — элементы матрицы [M]; ,iy  jy  — 
компоненты вектора y; точкой обозначено 
дифференцирование по времени; индексы i и j 
пробегают значения от 1 до 12 (суммирование 
по повторяющимся индексам). 

Уравнения Лагранжа второго рода имеют 
вид 

  
           

,i i
i i i

d T T Q P
dt y y y

 (7) 

где Qi — элементы вектора внешних нагрузок; 
Pi — элементы вектора внутренних упругих сил 
(вектор P из соотношения (3));   — диссипа-
тивная функция Релея,    0,5 i ij jy C y  (Cij — 
обобщенные вязкости). 

После подстановки выражения (6) в форму-
лу (7) получим 
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      ,i i ij jQ P C y  (8) 

где k — индекс суммирования (немой индекс). 
Второе и третье слагаемые в левой части со-

отношения (8) после их переноса в правую 
часть можно трактовать как компоненты век-
тора динамических нагрузок F: 

  
 
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 
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2
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i k j k j

i k

M M
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С учетом формулы (9) уравнения движения 
КЭВ принимают следующий вид: 

     
2

2 .j j
ij ij i i i

d y dy
M C Q P F

dt dt
  (10) 

При использовании неявных методов чис-
ленного интегрирования [10] требуется линеа-
ризация нелинейных уравнений движения (10). 
Рассматривая уравнения (10) в два момента 
времени t и t + t и отбрасывая малые второго 
и последующих порядков, приходим к линеари-
зованным уравнениям движения КЭВ 

         ( )ij j ij ij j ij jM y G С y K y  

         ,ij j ij j i i iM y С y Q P F   (11) 

где величины без  соответствуют моменту 
времени t; ijG  — элементы искомой гироскопи-
ческой матрицы [G]; ijK  — элементы матри-
цы [Ktang]. 

При завершении итерационного процесса 
метода Ньюмарка левая часть выражения (11) 
становится пренебрежимо малой и решение 
системы (11) на одном шаге сходится к реше-
нию исходных уравнений (10) (более подробное 
описание такого алгоритма приведено в рабо-
те [10]). 

Элементы гироскопической матрицы нахо-
дятся формальной линеаризацией динамиче-
ских слагаемых, содержащих скорости в урав-
нениях (10): 
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С учетом симметрии матрицы обобщенных 
масс окончательное выражение для элементов 
гироскопической матрицы принимает вид 

  


  


 ( ),ij
ij k ji ij

k

M
G y W W

y
 (12) 

где    ( / ) ;ij jk i kW M y y     ( / ) .ji ik j kW M y y   
Вычисление производных по обобщенным 

перемещениям в формулах (9) и (12) выполне-
но с помощью компьютерной аналитики в па-
кете Wolfram Mathematica [14]. 

 
Составление ансамбля конечных элементов и 
учет граничных условий. Для составления 
полной модели пружины найденные матрицы 
касательных жесткостей [Ktang], матрицы 
масс [M], гироскопические матрицы [G], а так-
же векторы упругих сил P и инерционных 
нагрузок F отдельных КЭВ объединены в ан-
самбль конечных элементов с помощью тради-
ционного для метода конечных элементов 
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(МКЭ) способа, при котором матрицы накла-
дываются уголком друг на друга (аналогично 
работе [11]). В результате получены линеаризо-
ванные уравнения движения 

             [ ] [ ] [ ] [ ]M Y C G Y K Y   

         [ ] [ ] ,P F M Y C Y  (13) 

где нижний индекс «» указывает на матрицы 
всего ансамбля КЭВ; Y — полный вектор узло-
вых перемещений пружины; Y — приращение 
вектора Y; [С] — матрица демпфирования. 

Вектор внешних нагрузок Q отсутствует в 
выражении (13), так как движение пружины 
задается кинематическим способом (см. рис. 1). 

Размерности всех матриц и векторов в вы-
ражении (13) соответствуют набору из 38 КЭВ, 
в котором имеется 39 узлов по 6 степеней сво-
боды в каждом. Таким образом, после состав-
ления ансамбля КЭВ модель имеет 234 степени 
свободы. 

Учет закреплений и кинематического 
нагружения выполняли исключением фикси-
рованных степеней свободы. В ведущем узле, 
вращение которого определяет двигатель 
(рис. 1, б), поворот вокруг оси шарнира зада-
вали как функцию от времени, а остальные 
пять обобщенных перемещений — как нуле-
вые значения. В свободном узле аналогичные 
пять обобщенных перемещений принимались 
нулевыми, а поворот вокруг оси шарнира 
остался обычной степенью свободы. Таким 
образом, после учета закреплений и кинемати-
ческого возбуждения общее количество степе-
ней свободы в модели пружины уменьшилось 
на 11 и стало равным 223. Строки и столбцы 
матриц в выражении (13), соответствующие 
фиксированным степеням свободы, были уда-
лены. 

Матрица демпфирования задавалась линей-
ной комбинацией матрицы жесткости и матри-
цы масс (пропорциональное демпфирование по 
Релею): 
      [ ] [ ] [ ],C M K  

где  = 0,78 рад/с;  = 0,000925 с/рад. 
Значения коэффициентов  и  определены 

по методике работы [15], в которой коэффици-
ент относительного демпфирования  = 0,03. 

 
Расчет частот собственных колебаний изогну-
той пружины в случае отсутствия вращения. 
При отсутствии вращения (оба захвата на рис. 1 

жестко зафиксированы) система (13) суще-
ственно упрощается и принимает вид 
          [ ] [ ] [ ] .M Y C Y K Y 0   (14) 

Все матрицы в соотношении (14) вычислены 
для деформированного состояния пружины, 
т. е. предварительно была решена задача стати-
ки изогнутой в дугу пружины. 

Частоты и формы собственных колебаний 
деформированной пружины находились тра-
диционным для МКЭ способом из однородной 
системы алгебраических уравнений, соответ-
ствующей системе (14): 

      2
0( ) ,p M K Y 0  (15) 

где p — искомая круговая частота собственных 
колебаний; Y0 — амплитудные значения при-
ращений узловых перемещений относительно 
статического положения равновесия (форма 
колебаний). 

Матрица демпфирования не учитывалась 
в выражении (15), так как ее влияние на соб-
ственные частоты весьма мало. 

Для нахождения частот и форм к матри-
це [M]–1[K] применена процедура Eigensystem 
из пакета Wolfram Mathematica [14], предназна-
ченная для вычисления собственных значений 
и собственных векторов квадратных матриц. Те 
же частоты определены экспериментально по 
методике работы [1]. Сопоставление результа-
тов расчета и эксперимента для первых пяти 
частот собственных колебаний изогнутой пру-
жины приведено в табл. 2. 

Из табл. 2 следует, что результаты расчета 
собственных частот вполне удовлетворительно 
подтверждаются данными эксперимента. 

 
Результаты численного интегрирования 

нелинейных уравнений движения пружины и 
их сравнение с экспериментальными данны-
ми. Для вращающейся пружины численное ин-

Таблица 2  
Значения частот собственных колебаний  

изогнутой пружины 
Номер Расчет, Гц Эксперимент, Гц Погрешность, % 

1 14,23 14,16 0,49 
2 24,95 24,50 1,84 
3 28,12 28,83 2,46 
4 38,88 38,33 1,43 
5 48,03 50,00 3,94 
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тегрирование системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений движения проводилось 
неявным методом Ньюмарка [10], при реализа-
ции которого на каждом шаге интегрирования 
выполнялся итерационный процесс для сис-
темы линеаризованных дифференциальных 
уравнений (13). При этом матрицы и векторы, 
входящие в систему (13), пересчитывались по-
сле каждой итерации метода. Итерации метода 
Ньюмарка сводятся к решению исходной нели-
нейной системы дифференциальных уравнений 
       [ ] [ ] .M Y C Y P F  

Начальные условия для скоростей и ускоре-
ний приняты нулевыми, а начальные значения 
обобщенных перемещений были взяты из ре-
шения задачи статики для изогнутой в дугу 
пружины. 

Вращение ведущего захвата с плавно увели-
чивающейся угловой скоростью позволяет про-
следить все этапы разгона пружины и достиг-
нуть резонансных режимов, при которых ам-
плитуда колебаний становится максимальной. 
Все компоненты вектора состояния определены 

численным расчетом, что позволило визуали-
зировать движение пружины в форме анима-
ции и сопоставить ее с видеозаписью натурного 
эксперимента. Наибольший интерес представ-
ляют резонансные режимы вращения пружи-
ны, поэтому далее представлены результаты 
расчета и эксперимента для таких режимов. 

На рис. 3 показаны экспериментальные и 
расчетные конфигурации пружины при первом 
и втором резонансных режимах. 

Резонансная частота при наличии нелиней-
ных эффектов определяется не очень четко, так 
как пружина как бы «вьется мелким бесом» и 
нахождение максимума амплитуды затруднено. 
В связи с этим для более надежного выделения 
резонансной частоты выполнен спектральный 
анализ зависимости перемещения от времени. 
Рассмотрена зависимость перемещения u2 
вдоль оси x2 (см. рис. 1) от времени для 18-го 
узла при первом резонансном режиме. Для 
наблюдений выбран узел с номером 18, так как 
он расположен наиболее далеко от захватов и 
поэтому имеет наибольшие перемещения. Уг-
ловая скорость вращения ведущего захвата 

  
Рис. 3. Экспериментальная (слева) и расчетная (справа) конфигурации изогнутой пружины  

при первом (а) и втором (б) резонансных режимах 
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равнялась 89 рад/с, что соответствует первой 
собственной частоте f1 = 14,16 Гц, визуально 
(с использованием стробоскопа) наблюдаемой в 
эксперименте (см. табл. 2). Зависимость пере-
мещения u2 от времени t приведена на рис. 4, а. 

При спектральном исследовании непрерыв-
ную функцию u2(t) заменили массивом ее значе-
ний в равноотстоящих по времени точках, для 
чего последовательно с дискретным шагом по 
времени фиксировали значения u2n = u2(tn). По-
лученный набор значений обработан дискрет-
ным преобразованием Фурье [16]. Результат 
преобразования Фурье представлен на рис. 4, б. 

Как видно из рис. 4, б, максимальная ампли-
туда соответствует частоте  1f  14,01 Гц, кото-
рая несколько меньше 1.f  Расхождение 1f  и 

1f  
можно объяснить нелинейными эффектами и 
влиянием демпфирования, а также неучтенным 
в данном расчете влиянием динамических эф-
фектов на элементы матрицы жесткости [10]. 

Однако отмеченное расхождение небольшое и 
ожидаемое, поэтому можно утверждать, что 
спектральный анализ также подтверждает 
надежность разработанной методики. 

Выводы 
1. Конечный элемент в виде витка цилин-

дрической пружины, разработанный ранее для 
решения линейных задач динамики пружин, с 
помощью теневого метода удалось распростра-
нить на геометрически нелинейные задачи с 
большими перемещениями и поворотами. 

2. Раздельное хранение большой фиксиро-
ванной части поворота в виде тензора и малой 
варьируемой части в виде вектора позволяет 
избегать особых точек, что полностью снимает 
ограничение на значение угла поворота. 

3. Результаты численного интегрирования 
нелинейных уравнений движения модели пру-

  
Рис. 4. Расчетная зависимость перемещения u2 18-го узла от времени t (а) и его Фурье-спектр (б) 
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жины, построенной из разработанных элемен-
тов, практически не отличаются от данных 
натурных экспериментов. Совпадение наблю-

дается как по резонансным частотам, так и по 
конфигурациям пружины в резонансных ре-
жимах вращения. 
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