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Рассмотрена нелинейная динамика плоской трансформируемой стержневой системы, 
состоящей из упругих нерастяжимых стержней, концы которых связаны между собой 
упруговязкими узловыми шарнирами, допускающими большие углы поворота. 
Стержневая система присоединена к недеформируемому космическому аппарату, со-
вершающему перемещения и поворот относительно своего центра тяжести как сво-
бодное твердое тело. Движение такой системы описано в подвижной системе коор-
динат. Перемещения каждого стержня характеризуются его конечным поворотом как 
твердого тела относительно прямой, проходящей через два соседних шарнирных узла, 
и изгибом с малым поперечным перемещением. Приведены уравнения движения в 
скоростях для космического аппарата и в выбранных обобщенных координатах для 
стержневой системы, которые выведены на основании принципа возможных пере-
мещений. На базе полученных уравнений решены задачи развертывания стержневой 
системы из одного положения в другое с помощью включения упруговязких зажи-
мов, интегрированных в узловые шарниры, за счет упругих, центробежных и инерци-
онных сил. 
Ключевые слова: нелинейная динамика, космический аппарат, подвижная система 
координат, упруговязкие узловые шарниры, принцип возможных перемещений, 
трансформируемая стержневая система 

The nonlinear dynamics of a flat transformable rod system consisting of elastic inextensible 
rods, connected to each other at the ends by elastic-viscous nodal hinges allowing for large 
angles of rotation, is considered in this article. The rod system is attached to a nondeformable 
spacecraft that undergoes displacements and turns relative to its center of gravity as a free 
solid body. The motion of the considered system is described in a moving coordinate system. 
The displacements of each rod are characterized by the rod’s final turning as a solid body 
relative to a straight line passing through two neighbouring hinge nodes, and by a bend with a 
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small transverse displacement. Equations of motion in velocities for a space vehicle and in 
selected generalized coordinates for a rod system are obtained. The equations are derived 
based on the principle of possible displacements. The equations are used to solve the problems 
of deployment of the rod system from one position to another by engaging elastic-viscous 
clamps integrated into the hinges, due to elastic, centrifugal and inertial forces. 
Keywords: nonlinear dynamics, space vehicle, moving coordinate system, elastic-viscous 
nodal hinges, the principle of possible displacements, transformable rod system  

Динамике упругих стержневых систем (УСС) 
при больших перемещениях и углах поворота 
посвящено большое количество работ, в част-
ности [1, 2]. Такие системы имеют многочис-
ленные практические приложения к различным 
задачам динамики космических конструкций 
[3–5]. В конечно-элементных моделях гибких 
УСС, используемых в программных комплексах 
(ANSYS, NASTRAN, FEMAP, ABAQUS и др.), 
наряду с изгибом и кручением обычно учиты-
вается и продольное растяжение стержней. Это 
приводит к сравнительно простым и разрежен-
ным системам дифференциальных уравнений 
для узловых перемещений и углов поворота [5]. 
Однако вследствие большей жесткости элемен-
тов на растяжение по сравнению с таковой на 
изгиб и кручение в конечно-элементных моде-
лях присутствуют высокочастотные осцилля-
ции, связанные с продольными перемещения-
ми. Поэтому дифференциальные уравнения 
движения таких систем являются уравнениями 
«жесткого типа» и проявляют склонность к вы-
числительной неустойчивости при больших 
интервалах времени. 

В отличие от статьи [6] в данной работе рас-
смотрена плоская трансформируемая УСС, со-
стоящая из упругих нерастяжимых стержней, 
движение которой описано в подвижной си-
стеме координат (ПСК). 

Космические аппараты (КА) являются нере-
гулярными составными конструкциями, кото-
рые наряду с достаточно жесткими отсеками 
имеют весьма гибкие развертываемые на орби-
те в условиях невесомости части или элементы 
(панели солнечных батарей, штанги гравитаци-
онной стабилизации, стержневые и оболочеч-
ные антенны и пр.). Такие элементы характери-
зуются очень низкими собственными частота-
ми колебаний и оказывают значительное 
влияние на динамику и устойчивость возму-
щенного движения управляемых КА [3, 7]. 

Среди нелинейных задач динамики упругих 
трансформируемых КА важное место занимают 
задачи раскрытия на орбите панелей солнечных 
батарей или моделирующих их упругих стерж-

ней из сложенного состояния в плоское фикси-
рованное положение [8–14]. 

В данной работе, являющейся продолжением 
статьи [15], приведены нелинейные уравнения 
движения трансформируемой УСС с произ-
вольным числом стержней, а также выражения 
для всех коэффициентов уравнений. Рассмотре-
ны примеры расчета динамики развертывания 
системы из одного положения в другое. 

Цель работы — обобщение результатов, 
приведенных в статье [15], получение компакт-
ных уравнений движения и решение новых за-
дач динамики трансформируемых УСС. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим присоединен-
ную к КА в узле  0k  с координатами 0 ,x  0y  
плоскую УСС, состоящую из упругих произ-
вольно ориентированных нерастяжимых 
стержней, концы которых связаны между собой 
упруговязкими узловыми шарнирами, допус-
кающими большие углы поворота (рис. 1). По-
гонные массы km  и изгибные жесткости kEI  
стержней приняты постоянными в пределах их 
длин kl   ( 1, 2, , ).k n  В шарнирных узлах 
 0, 1, ,k n  присутствуют сосредоточенные 

массы k  и пружины с угловой жесткостью k  
и вязким демпфированием  .k  В некоторых 
узлах система может иметь стационарные или 
переменные (управляемые) изломы с заданны-
ми углами ( ).t  

Движение свободной составной системы 
(КА плюс УСС) описывается в ПСК ,Cxy  свя-

 
Рис. 1. Общий вид рассматриваемой системы 
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занной с недеформируемым твердым телом 
(КА), с началом в его центре масс (центре тяже-
сти — ЦТ) С. Параметры КА: 0M  — масса; 

0J  — полярный момент инерции относительно 
ЦТ. Проекции скорости точки C  на оси ПСК 
обозначим через  ( ),Cx t   ( ),Cy t  а угловую  
скорость КА — ( ).t  Кинематика КА опреде-
ляется проекциями на оси ПСК перемещений 
ЦТ Cxu  и ,Cyu  а также углом поворота  :C  
   ;Cx Cx Cxu u     .Cy Cy Cyu u  

Пассивное управление изменением формы 
системы осуществляется путем освобождения 
связей предварительно напряженных узловых 
пружин с последующим торможением на упру-
говязких ограничителях, а активное управление 
системой — за счет приложенных к КА сил 

( ),CX t  ( )CY t  и момента ( ),CM t  а также сил 
( )kX t  и ( ),kY t  возникающих в узлах 
 1, 2, ,k n  (см. рис. 1). 
Перемещения k-го стержня относительно 

ПСК обусловлены его поворотом как твердого 
тела на угол  ( ),k t  отсчитываемый от оси x 
(т. е. поворотом прямой, проходящей через уз-
лы k – 1 и k), и изгибом относительно этой 
прямой. Изгибное (поперечное) перемещение 
 ( , )k s t  точки s k-го стержня будем считать ма-
лым и упругим и представлять его углами k  и 
k  между касательной к изогнутой оси стержня 
и его недеформированной осью в (k – 1)-м и  
k-м шарнирных узлах (рис. 2). 

 
Уравнения движения. Все необходимые пред-
посылки и пояснения к получению уравнений 
движения с помощью принципа возможных 
перемещений (принципа Даламбера–Лагранжа) 
были представлены в работе [15]. Система 

3 3n  обыкновенных нелинейных дифферен-
циальных уравнений первого порядка для не-
известных скоростей  ,Cx   ,Cy   и второго 
порядка для обобщенных координат  ,k   ,k  
k   ( 1, 2, , )k n  записывается в виде 
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В уравнениях (3)–(5):  1, 2, , ;k n    0;n  

  0.n  
Введены следующие обозначения: 
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где M  — полная масса рассматриваемой си-
стемы; kM  — «отсеченная» масса системы, 

 
Рис. 2. Схема к определению стержневого элемента 

 системы 
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начиная с k-го шарнира; J  — момент инерции 
системы, значение которого зависит от поло-
жения стержней на плоскости Cxy  ПСК. 

Нелинейные дифференциальные выражения 
,uxL  ,uyL   ,СL   ,kL   ,kL   ,kL  входящие в си-

стему уравнений (1)–(5), имеют следующий вид: 
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Коэффициенты выражений (7)–(12) опреде-
ляются следующими соотношениями: 
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Полученная система уравнений (1)–(5) с уче-
том выражений (6), (7)–(12) для нелинейных 
дифференциальных операторов ,uxL  ,uyL   ,СL  
 ,kL   ,kL  kL  и коэффициентов (13)–(24), вхо-

дящих в них, записывается в матричном виде, 
как это показано в работе [15]. Далее эта систе-
ма уравнений решается в программном ком-
плексе компьютерной алгебры PTC MathCAD 
15.0 M045 с помощью стандартной программы 
решения систем дифференциальных уравнений 
AdamsBDF, реализующая метод Адамса («не-
жесткие системы») и метод обратного диффе-
ренцирования («жесткие системы») с автома-
тическим выбором между ними, исходя из 
входных данных. 

 
Примеры расчета трансформируемой УСС. 
Рассмотрим КА с присоединенной УСС со сле-
дующими параметрами:  4;n  1,5kl  м; km  
= 1,696 кг/м;   41,374 10kEI  Па·м4;   0,5k  кг 

 ( 1, , 4);k  0 122,5M  кг; 0 10J  кг·м2; 
 0 0 0,35x y  м. 

Решим задачу развертывания УСС, стержни 
которой в начальный момент времени прижаты 
друг к другу и ориентированы в направлении 
оси ,Cy  а узловые пружины (при их наличии) 
предварительно напряжены. Начальные усло-
вия для стержней при  0t  запишем в виде: 
    1 3 /2,      2 4 /2,    0,k    0,k  
  0,k    0,k    0k  ( 1, 2, 3, 4).k  В раскры-
том положении стержни должны быть при-
ближенно параллельны оси ,Cx  т. е.   0k  

( 1, 2, 3, 4).k  Это осуществляется с помощью 
упруговязких зажимов, имитируемых увеличе-
нием жесткостей в шарнирах до 107 Н·м и появ-
лением демпфирования с коэффициентом  
10 Н·м/с, как только будут достигнуты условия 

  1| | 0,01k k  рад при  2, 3, 4k  или 
 1| | 0,01  рад. 

Рассмотрим три способа перевода УСС в 
плоское горизонтальное положение: 1) осво-
бождение связей предварительно напряжен-
ных узловых пружин; 2) раскрытие за счет 
центробежных сил предварительно раскру-
ченного КА; 3) раскрытие с помощью инерци-
онных сил КА под действием горизонтальной 
внешней силы. 

Развертывание УСС за счет сил упруго-
сти. В первом способе примем следующие па-
раметры жесткости и вязкости узловых шар-
ниров:  0 2  Н·м,  1k  Н·м ( 1, 2, 3),k  
  0k  ( 0, 1, 2, 3).k  Внешние силы и момен-
ты, действующие на систему, отсутствуют: 

( ) 0,CM t   ( ) ( ) 0,C CX t Y t   ( ) ( ) 0k kX t Y t  
( 1, 2, 3, 4).k  Интегрирование системы при 

начальных условиях   0,Cx Cyu u    0,C  
    0Cx Cy  и   0  проведем в интервале 
  0 8t T  с при количестве разбиений 
 8 000.N  
Последовательность и время срабатывания 

зажимов:  3k  — при  4 2, 471t t  c;  0k  — 
при  1 2,630t t  c;  2k  — при  3 3,007t t  c; 
1k  — при  2 7,041t t  c. На рис. 3, а–г по-

казаны последовательные положения системы 
при фиксации стержней в ПСК .Cxy  Для 
наглядности здесь и далее шарнирные узлы 
соединены пунктирной линией, а сплошная 
линия, показывающая изогнутую ось стержня, 
построена с масштабным коэффициентом 50. 
Максимальные прогибы (по модулю) стерж-
ней при фиксации зажимов:  

 3k  —  53,37 10  м на первом стержне; 
 0k  —  31,65 10  м на третьем стержне;  
 2k  —  32,96 10  м на третьем стержне;  
1k  —  35,84 10  м на первом стержне. 
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Рис. 3. Последовательное развертывание УСС за счет сил упругости 

 
Рис. 4. Зависимости параметров УСС и КА от времени t при развертывании УСС за счет сил упругости: 

а–г — углов поворота стержней 1,  2 ,  3,  4 ;  д — угла поворота КА  ;C   
е — перемещений ЦТ КА Cxu  (1) и Cyu (2) 
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Рис. 5. Последовательное развертывание УСС за счет центробежных сил 

 
Рис. 6. Зависимости параметров УСС и КА от времени t при развертывании УСС за счет центробежных сил: 

а–г — углов поворота стержней 1,  2 ,  3,  4 ;  д — угла поворота КА  ;C  
 е — перемещений ЦТ КА Cxu  (1) и Cyu  (2) 

 
На рис. 4 приведены зависимости парамет-

ров УСС (углов поворота стержней как твердых 
тел 1 , 2 , 3 , 4 )  и КА (угла поворота C  и 
перемещений ЦТ ,Cxu  )Cyu  от времени. Здесь и 
далее на графиках кружочками () отмечены 
моменты включения зажимов в шарнирах 
 0, 1, 2, 3.k  
Развертывание УСС за счет центробеж-

ных сил. Во втором способе параметры жестко-

сти и вязкости узловых шарниров считаем рав-
ными нулю  ( 0,k    0k  для  0, 1, 2, 3).k  
Внешние силы и моменты, действующие на си-
стему, отсутствуют: ( ) 0,CM t   ( ) ( ) 0,C CX t Y t  

 ( ) ( ) 0k kX t Y t  ( 1, 2, 3, 4).k  Интегрирование 
системы при начальных условиях   0,Cx Cyu u  
  0,C      0Cx Cy  и   /2  рад/с проведем 
в интервале   0 5t T  с при количестве раз-
биений  5 000.N  
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Последовательность и время срабатывания 
зажимов:  0k  — при  1 1,609t t  c;  2k  — 
при  3 3,091t t  c;  3k  — при 
 4 3,384 с;t t  1k  — при  2 3,946t t  c. На 

рис. 5, а–г показаны последовательные поло-
жения системы при фиксации стержней в ПСК 

.Cxy  Максимальные прогибы (по модулю) 
стержней при фиксации зажимов:  

 0k  —  51,28 10  м на первом стержне;  

 2k  —  47,36 10  м на первом стержне; 
 3k  —  32,11 10  м на первом стержне;  
1k  —  34,16 10  м на третьем стержне. 

На рис. 6 приведены зависимости парамет-
ров УСС (углов поворота стержней 1 , 2 , 3 , 
4 )  и КА (угла поворота C  и перемещений 
ЦТ ,Cxu  )Cyu  от времени. 

Развертывание УСС за счет инерционных 
сил. В третьем способе параметры жесткости и 

 
Рис. 7. Последовательное развертывание УСС за счет инерционных сил 

 
Рис. 8. Зависимости параметров УСС и КА от времени t при развертывании УСС за счет инерционных сил: 

а–г — углов поворота стержней 1,  2 ,  3,  4 ;  д — угла поворота КА  ;C  
 е — перемещений ЦТ КА Cxu  (1) и Cyu  (2)  
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вязкости узловых шарниров примем равными 
нулю  ( 0,k    0k  для  0, 1, 2, 3).k  Внешние 
силы и моменты, действующие на систему: 

( ) 0,CM t   ( ) 50CX t  Н, ( ) 0,CY t  ( )kX t  
 ( ) 0kY t  ( 1, 2, 3, 4).k  Интегрирование си-
стемы при начальных условиях   0,Cx Cyu u  
  0,C      0Cx Cy  и   0  проведем в интер-
вале   0 6t T  с при количестве разбиений 

 6 000.N  
Последовательность и время срабатывания 

зажимов:  0k  — при  1 3,598t t  c; 1k  — 
при  2 4,159t t  c;  2k  — при  3 5,218t t  c; 
 3k  — при  2 5,671t t  c. На рис. 7, а–г пока-

заны последовательные положения системы 
при фиксации стержней в ПСК .Cxy  Макси-
мальные прогибы (по модулю) стержней при 
фиксации зажимов:  

 0k  —  51,24 10  м на втором стержне;  
1k  —  44,90 10  м на первом стержне;  
 2k  —  33,76 10  м на втором стержне;  
 3k  —  35,77 10  м на третьем стержне. 

На рис. 8 приведены зависимости парамет-
ров УСС (углов поворота стержней 1 , 2 , 3 , 
4 )  и КА (угла поворота C  и перемещений 
ЦТ ,Cxu  )Cyu  от времени. 

Выводы 
1. Рассмотрена нелинейная динамика плос-

кой УСС, состоящей из упругих нерастяжимых 
стержней, концы которых связаны между собой 
упруговязкими узловыми шарнирами. Получе-
на система дифференциальных уравнений дви-
жения рассматриваемой системы. 

2. Приведены примеры расчета развертыва-
ния УСС из одного положения в другое за счет 
упругих, центробежных и инерционных сил. 
Представлены графики и числовые значения 
параметров трансформирования системы, в 
том числе и остаточные прогибы стержней в 
моменты фиксации. 
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