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Несмотря на быстрые темпы роста вычислительных мощностей современных машин, 
задача снижения вычислительных затрат путем разработки эффективных математи-
ческих моделей остается актуальной. Создан и апробирован алгоритм получения мат-
риц жесткости и масс двухузлового конечного элемента осесимметричной оболочки 
при несимметричном деформировании с опцией жесткого торца, которая позволяет 
сделать одно из узловых сечений конечного элемента абсолютно жестким. Разрабо-
танный элемент базируется на конечном элементе конической оболочки при несим-
метричном деформировании. Для апробации элемента решены тестовые задачи по 
определению перемещений при статическом нагружении оболочки, а также соб-
ственных частот конической оболочки и оболочки с произвольной формой образую-
щей. Возможность создания жесткого торца реализована как опция элемента путем 
редуцирования матриц жесткости и масс элемента без жесткого торца, что позволяет 
избежать использования множителей Лагранжа, которые всегда увеличивают раз-
мерность системы уравнений и ухудшают ее свойства. 
Ключевые слова: матрица масс, конечный элемент, матрица жесткости, собственная 
частота, функции формы, осесимметричная оболочка 

Despite the rapid growth of computing power, the task of reducing computational costs by 
developing effective mathematical models remains topical. In this paper, an algorithm for 
obtaining matrices of stiffness and mass for a two-node axisymmetric shell finite element 
with asymmetric deformation and a rigid end face option is developed and tested. The rigid 
end face option makes one of the nodal sections of the finite element absolutely rigid.  The 
developed element is based on the conical shell finite element under asymmetric 
deformation. To test the element, various test problems are solved (determination of 
displacements under static loading of the shell, determination of the natural frequencies of 
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the conical shell and a shell with arbitrary form of the generator). The possibility of creating 
a rigid end face is realized as the element option by reducing the stiffness and mass matrices 
of the element without the rigid end face. It eliminates the need to use Lagrange multipliers 
that always increase the dimensionality of the system of equations and impair its properties. 
Keywords: mass matrix, finite element, stiffness matrix, natural frequency, form function, 
axisymmetric shell 

Осесимметричные оболочечные конструкции 
широко применяют во многих областях про-
мышленности и техники. Наибольшее распро-
странение оболочки получили в авиационной и 
ракетно-космической технике благодаря высо-
кой прочности при малой массе. В таких обла-
стях к конструкциям предъявляются повышен-
ные требования, поэтому необходимо совер-
шенствовать все этапы их создания. Важную 
роль в этом играет математическое моделиро-
вание и прогнозирование эксплуатационных 
свойств на ранних этапах разработки путем за-
мены трудоемких натурных испытаний числен-
ным моделированием поведения оболочек в 
условиях испытаний и эксплуатации [1–3]. 

Цель работы — разработка двухузлового ко-
нечного элемента (КЭ) осесимметричной обо-

лочки при несимметричном деформировании с 
опцией жесткого торца. 

Такая опция дает возможность сделать один 
из торцов КЭ оболочки (при меридиональной 
координате s = 0 или s = l, где l — длина обра-
зующей) абсолютно жестким (рис. 1). Посколь-
ку обобщенные перемещения всех точек жест-
кого сечения одинаковы по соответствующим 
направлениям (вдоль и вокруг осей), для удоб-
ства узел жесткого торца располагают на оси 
вращения. КЭ с подобной опцией позволяет 
моделировать, например, протяженные участки 
оболочечных конструкций, заключенные между 
поперечными фланцами, не прибегая к специ-
альным средствам для моделирования жестких 
сечений (основанных преимущественно на ис-
пользовании множителей Лагранжа), как это 

 
Рис. 1. КЭ оболочки: 
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реализовано в программных комплексах, бази-
рующихся на методе конечных элементов 
(МКЭ). Это позволяет экономить вычисли-
тельные ресурсы, что по-прежнему остается 
актуальной задачей, несмотря на невероятный 
рост вычислительных мощностей современных 
машин. 

В разработанном КЭ оболочки опция жест-
кого сечения реализована путем редуцирования 
матриц жесткости и масс элемента без жесткого 
торца. Это дает возможность избежать приме-
нения множителей Лагранжа, что является еще 
одним преимуществом этого элемента перед 
аналогами (как известно, множители Лагранжа 
всегда ухудшают свойства системы). Отметим, 
что построенный КЭ (как с опцией жесткого 
торца, так и без нее) может быть использован 
для произвольного k, но при наличии жестких 
торцов по краям оболочки основную роль иг-
рают гармоники k = 0 и k = 1, так как при воз-
буждении, вызванном движением (или вызы-
вающем движение торцов), появляются только 
эти гармоники. 

Разработанный элемент базируется на клас-
сическом КЭ конической оболочки при несим-
метричном деформировании (рис. 2). Протя-
женные участки оболочек могут быть смодели-
рованы набором таких кольцевых элементов. 
Большое количество таких элементов позволя-
ет хорошо описать форму поверхности оболоч-
ки вращения, в том числе отличную от кониче-
ской. В работе [4] подробно рассмотрена про-
цедура получения матрицы жесткости базового 
элемента, но не описан алгоритм получения 
матрицы масс. В данной статье построение КЭ 
показано со всеми подробностями, включая 
получение матрицы жесткости базового эле-
мента. 

КЭ конической оболочки, изображенный на 
рис. 2, имеет длину образующей l, угол между 
нормалью к поверхности и осью вращения θ, 
толщину h, радиусы срединной поверхности r1 
и r2. В каждом узловом сечении присутствуют 
четыре степени свободы. Вектор узловых пере-
мещений имеет вид 

       T
1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , ,k k k k k k k ku v w u v w  

где 1 2, ,k ku u  1 2,k kv v  и 1 2,k kw w  — компоненты 
векторов меридиональных, окружных и  
нормальных перемещений соответственно; 
 1 2,k k  — компоненты вектора углов поворота 
нормали. 

 
Матрицы жесткости и масс КЭ для одной гар-
моники разложения решения в тригономет-
рический ряд. Для получения матрицы жест-
кости базового элемента использован полуана-
литический метод, заключающийся в 
представлении всех составляющих перемеще-
ний в виде периодических функций по окруж-
ной координате [4–6]: 
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где k — номер гармоники напряженного состо-
яния; u, v, w — перемещение соответственно 
меридиональное, окружное и нормальное; φ — 
окружная координата; верхний индекс «c» ука-
зывает на симметричное относительно нулево-
го меридиана решение, далее в формулах этот 
индекс условно не показан. 

Соотношения между деформациями и пере-
мещениями для каждой гармоники k имеют вид 

 
Рис. 2. КЭ конической оболочки 
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где 1R  — радиус кривизны меридиана; r — ра-
диус поперечного сечения в точке с координа-
той s. 

Чтобы связать векторы изменения кривизн 
и перемещений, сначала рассматривают соот-
ношения между векторами изменения кривизн 
и углов поворота нормали: 
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Вектор углов поворота нормали связан с 
вектором перемещений следующим образом: 
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Тогда связь вектора изменения кривизн с 
вектором перемещений можно представить как 
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Для базового элемента поле перемещений 
аппроксимируется зависимостями: 
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где 1a – 8a  — коэффициенты аппроксимирую-
щих полиномов. 

Связь вектора перемещений с узловыми 
перемещениями выражается с помощью мат-
рицы функций формы [H], представленной в 
работе [4]: 
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C помощью формулы (2) определяются 
матрицы [B1] = [A1][H] и [B2] = [A2][H], кото-
рые устанавливают связь векторов деформа-
ций и изменения кривизн с узловыми переме-
щениями: 
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В случае рассматриваемого базового элемен-
та с прямолинейной образующей составляющие 
матриц 1[ ],B  2[ ]B  удается представить в виде 
замкнутых аналитических соотношений. 

С учетом выражений (3) на основе вариаци-
онного принципа Лагранжа можно вычислить 
составляющие матрицы жесткости [4, 7, 8]: 
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где E  — модуль упругости,   — коэффициент 
Пуассона;  
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Матрица жесткости элемента размером 88 
определяется как сумма двух составляющих 
[K] = [K1] + [K2]. Первая соответствует мем-
бранным силам, вторая — изгибающим и кру-
тящим моментам. 

На практике составляющие вектора узловых 
перемещений удобно выразить через компо-



22 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #11 [692] 2017 

ненты, направленные вдоль оси вращения,  1,k  
 2k  и по нормали к ней  1,k   2 :k  

           Т
1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , .k k k k k k k ka v v  

Векторы перемещений {Δ} и {a} связаны сле-
дующим образом: 
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Матрица жесткости, соответствующая силам 
и перемещениям, направленным вдоль оси 
вращения и по нормали к ней, определяется 
преобразованием поворота матрицы [ ]:K  
  T[ ] [ ][ ][ ] .K T K T   (5) 

Матрица масс [M] элемента представляет 
собой классическую согласованную матрицу 
масс [9, 10]: 
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где ρ — плотность материала оболочки. 
Для оболочки постоянной толщины матри-

цы жесткости [ ]K  и масс [ ]M  могут быть вы-
числены по формулам (4) и (6) с использовани-
ем компьютерной аналитики. В общем случае 
произвольного закона изменения толщины h =  
= h(s) более предпочтительным является чис-
ленный метод расчета определенных интегра-
лов в формулах (4) и (6), заменяющий интегри-
рование суммированием по гауссовым точкам. 

 
Переход от симметричного по окружности 
решения к кососимметричному и общему ви-
ду деформированного состояния КЭ. Распре-
деление перемещений, заданное соотношения-
ми (1), является симметричным относительно 
нулевого меридиана ( = 0). В общем случае 
должна учитываться и кососимметричная 
часть, задаваемая следующими выражениями: 
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где верхний индекс «s» указывает на кососим-
метричное относительно нулевого меридиана 
решение. 

Для гармоники с номером k = 1 переход от 
соотношений (1) к (7) соответствует повороту 
системы координат оболочки вокруг продоль-
ной оси на угол /2. 

В целях одновременного учета симметрич-
ного и кососимметричного состояний вектор 
узловых перемещений КЭ расширен до размера 
16×1: 

          exp 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,k c c c c s s s s
k k k k k k k ka v v  

       
Т

2 2 2 2 2 2 2 2, , , , , , , ,c c c c s s s s
k k k k k k k kv v  (8) 

где узловые перемещения с индексом «с» при-
надлежат решению, симметричному относи-
тельно нулевого меридиана, с индексом «s» — 
кососимметричному. 

Известно [6], что переход от соотношения 
(1) к (7) во всех формулах, описывающих обо-
лочку вращения, приводит к тем же выражени-
ям для параметров с верхним индексом «s», что 
и для параметров с верхним индексом «c». По-
этому распространение полученных выше 
формул на общий случай, т. е. учет кососим-
метричной части решения, сводится к дублиро-
ванию матриц, найденных ранее с помощью 
выражений (5) и (6). Если матрицы, получен-
ные (5–6), разбить на блоки размером 44: 
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то расширенные матрицы масс и жесткости, 
соответствующие расширенному вектору узло-
вых перемещений (8), будут иметь вид 
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Выполненное расширение позволяет одно-
временно учитывать симметричную и косо-
симметричную составляющие решения, т. е. 
рассматривать деформированное состояние 
общего вида. 

 
Формирование опции жесткого торца с ис-
пользованием матриц перехода. Вектор узло-
вых перемещений (8), содержащий 16 компо-
нентов, задает по восемь степеней свободы на 
каждом из торцов КЭ. Но жесткий торец как 
любое абсолютно жесткое тело имеет всего 
шесть степеней свободы. 

Для переноса восьми степеней свободы обо-
лочки (без абсолютно жесткого торца) в шесть 
степеней абсолютно жесткого торца применена 
матрица перехода [Lk] (k — номер гармоники). 
Предполагается, что жесткий торец расположен 
только у первого торца КЭ, поэтому у второго 
торца степени свободы не преобразуются. 
Например, матрица перехода [L1], а также фор-
мула преобразования, предназначенные для 
формирования опции абсолютно жесткого 
торца и соответствующие гармонике k = 1, 
имеют вид 
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При получении матрицы [L1] использованы 
следующие соотношения: 
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  (9) 

Аналогичные соотношения для матрицы пе-
рехода [L0], соответствующей гармонике k = 0, 
имеют вид 
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Сама матрица [L0] здесь не показана, так как 
она включает в себя очень много нулей вслед-
ствие того, что остальные компоненты векто-
ров нулевые. 

При k > 1 матрицы перехода [Lk] содержат 
лишь один ненулевой блок, например, для со-
здания абсолютно жесткого торца в первом ло-
кальном узле матрицы перехода можно запи-
сать как 
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Расширенные матрицы жесткости и масс 
преобразуются в таковые для элемента с абсо-
лютно жестким торцом по следующему пра-
вилу: 
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Тестирование КЭ. Для тестирования конечный 
элемент с опцией абсолютно жесткого торца 
был реализован в программном пакете Wolfram 
Mathematica (WM). 

Тестовая задача № 1 по определению пере-
мещений при статическом нагружении обо-
лочки вращения (рис. 3) решена при следую-
щих исходных данных: модуль упругости E = 
= 2,1∙1011 Па; коэффициент Пуассона μ = 0,3; 
радиусы r1 = 0,2 м и r2 = 0,4 м; толщина стенки 
h = r2/50; высота L = 2r2; усилия, действующие 
вдоль осей Х и Z, соответственно Fx = 1 000 Н, 
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Fz = 1 000 Н; моменты вокруг осей Х и Z соот-
ветственно Mx = 100 Нм, Mz = 100 Нм. 

Оболочку разбивали на 20 кольцевых эле-
ментов, при этом два из них по краям имели 
абсолютно жесткие торцы в сечениях 1 и 2. 
Анализируя приложенные нагрузки, можно 
заметить, что для решения данной задачи необ-
ходимо использовать лишь нулевую и первую 
гармоники (k = 0, k = 1). 

В результате решения тестовой задачи № 1 в 
пакете WM определены узловые перемещения в 
жестком сечении 1: 
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  (10) 

Перемещения сечения 1, полученные при 
решении этой же задачи в программном ком-
плексе ANSYS (рис. 4): 

  













  
     
           

     
   
      

6
1

7
1

7
1

71

61

71

1,6559 10 м
1,1259 10 м
2,8519 10 м

.
8,8620 10
1,1259 10

9,5208 10

x

y

z

x

y

z

u
u
u

  (11) 

Из выражений (10) и (11) следует, что отно-
сительная погрешность определения переме-
щений 
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Рис. 3. Схема оболочки вращения  

для тестовой задачи № 1 
 

 
Рис. 4. Результаты решения тестовой задачи № 1 в программном комплексе ANSYS: 

а — поле перемещений, м; б — перемещения жесткого сечения 
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Тестовая задача № 2 по определению соб-
ственных частот осевых, крутильных и из-
гибных колебаний конической оболочки с ли-
нейно изменяющейся толщиной от h1 до h2 
(рис. 5) решена при следующих исходных дан-
ных: E = 2,1∙1011 Па; μ = 0,3; r1 = 0,2 м; r2 = 0,4 м; 
h1 = 0,008 м, h2 = 0,012 м (толщина при Z = 0 и  
Z = L соответственно); L = 2r2. Оболочка состо-
яла из 20 кольцевых элементов. 

Результаты сравнения собственных частот fi, 
полученных в программных пакетах WM и  
ANSYS, для оболочки вращения, изображенной 
на рис. 5, приведены в табл. 1, где i — номер 
собственной частоты,  — погрешность. 

Тестовая задача № 3 по определению соб-
ственных частот оболочки вращения с кри-
волинейной образующей, защемленной по кра-
ям (рис. 6) также была решена в среде WM и КЭ 
пакете ANSYS. Полученные результаты приве-
дены в табл. 2. 

Выводы 
1. Создан и апробирован алгоритм получе-

ния матриц жесткости и масс двухузлового КЭ 
осесимметричной оболочки при несиммет-
ричном деформировании с опцией жесткого 
торца. 

2. Решение тестовых задач показало, что ре-
ализованный элемент с опцией жесткого сече-
ния работает корректно (см. табл. 1, 2, соотно-
шения (10), (11)) и может успешно применяться 
для моделирования оболочечных конструкций, 
заключенных между поперечными фланцами. В 
отличие от аналогов возможность создания 
жесткого торца реализована как опция элемен-
та путем редуцирования матриц жесткости и 

 
Рис. 5. Схема конической оболочки вращения  

для тестовой задачи № 2 

Таблица 1 
Результаты сравнения собственных частот  

для тестовой задачи № 2 

Вид 
колебаний i 

fi, Гц 
, % 

WM ANSYS 

Изгибные 1 
2 
3 

291,78 
1 271,27 
2 059,49 

291,20 
1 269,20 
2 056,39 

0,199 
0,163 
0,151 

Крутильные 1 
2 

550,74 
2 296,36 

550,80 
2 284,18 

0,011 
0,533 

Осевые 1 
2 

1 167,89 
2 317,78 

1 168,95 
2 302,40 

0,091 
0,668 

 

 
Рис. 6. Схема оболочки вращения с криволинейной 

 образующей для тестовой задачи № 3 

Таблица 2 
Результаты сравнения собственных частот  

для тестовой задачи № 3 

Вид 
колебаний i 

fi, Гц 
, % 

WM ANSYS 

Изгибные 1 
2 
3 
4 
5 

93,45 
294,20 
448,70 
815,65 

1 029,85 

91,52 
293,86 
446,11 
816,37 

1 019,75 

2,11 
0,12 
0,58 
0,09 
0,99 

Крутильные 1 
2 
3 

486,33 
866,74 

1 449,97 

482,40 
890,06 

1 447,16 

0,81 
2,62 
0,19 

Осевые 1 
2 

777,60 
1 159,90 

769,30 
1 188,00 

1,08 
2,36 
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масс элемента без жесткого торца. Это позволя-
ет избежать использования множителей Ла-
гранжа (которые всегда увеличивают размер-
ность системы уравнений и ухудшают ее свой-

ства) и экономить вычислительные ресурсы 
благодаря отсутствию необходимости прибе-
гать к специальным средствам для моделирова-
ния жестких сечений. 
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