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Предложена модель теплопроводности, учитывающая физические особенности теп-
лообмена пластины с парами осаждаемого материала. Рассмотрен наиболее общий 
случай криволинейной пластины. Учтены конвективно-лучистый теплообмен, а так-
же тепло- и массоперенос. Показана возможность модификации математической мо-
дели в целях учета диффузионного переноса вещества и линейного изменения кри-
визны по толщине пластины. Проведено построение численного алгоритма решения 
задачи. Выполнены расчеты для различных пар материалов пластина–покрытие. Сде-
ланы выводы о зависимости температурного поля в пластине, на которой происходит 
газофазное осаждение, от ее геометрии, параметров осаждения и свойств материала. 
Ключевые слова: газофазное осаждение, криволинейная пластина, нестационарная 
теплопроводность, численное моделирование 

A heat conductivity model is proposed that takes into account physical features of heat 
exchange of a plate with vapors of the deposited material. The most general case of a 
curvilinear plate is considered. Heat transfer by convection and radiation, as well as heat 
and mass transfer are examined. The possibility of modifying the mathematical model in 
order to take into account diffusion mass transfer and linear changes of the curvature with 
regards to the plate thickness is shown.  A numerical algorithm for solving the problem is 
proposed. Calculations for various materials of the plate-coating pairs are performed. 
Conclusions are drawn about the dependence of the temperature field in the plate on the 
plate geometry, parameters of deposition and material properties. 
Keywords: chemical vapor deposition, curvilinear plate, non-stationary heat conductivity, 
numerical modeling 

Газофазное осаждение, являющееся методом 
наращивания твердых тел, представляет собой 
нанесение на охлаждаемую пластину пленки или 
покрытия непрерывного слоя, в том числе и 
нанокристаллического материала [1–2]. В на-
стоящее время с помощью этой технологии, из-
начально применявшейся только для нанесения 
чистых металлов, можно наносить покрытия с 
разными свойствами и создавать слоистые ком-
позиции из различных материалов. 

На сегодняшний день существуют работы, 
посвященные моделированию и анализу нане-
сения кремниевых пленок [3–5] и осаждению 
материала на алюминиевые пластины [6–7]. 
Однако большая часть исследований направле-
на на решение конкретной инженерной задачи, 
а не на рассмотрение общего случая нанесения 
материала. Так, во многих научных трудах 
учтены особенности теплообмена газа с пла-
стиной, в то время как ее температура является 
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одним из основополагающих факторов, опре-
деляющих структуру пленки [8]. 

Цель работы — построение математической 
модели для наращиваемой криволинейной пла-
стины (КП), которая отражает особенности 
теплообмена, характерные для процесса газо-
фазного осаждения. 

Предлагаемая модель дает возможность ис-
следовать наиболее общий случай нанесения 
материала на охлаждаемую подложку. В ней 
учтены все существенные теплообменные про-
цессы, происходящие на поверхности пласти-
ны: конвективный и лучистый теплообмен, 
тепло- и массоперенос. Рассмотрено наращи-
вание более общего случая — КП. Показаны 
возможные модификации модели, позволяю-
щие учитывать диффузионный перенос веще-
ства и линейное изменение кривизны КП по 
толщине. 

 
Математическая модель. На КП (рис. 1) проис-
ходит газофазное осаждение с постоянной ско-
ростью, а на внешней поверхности вследствие 
высокой температуры газа — лучистый и кон-
вективный теплообмен. Положим, что толщина 
пластины H мала по сравнению с радиусом ее 
кривизны, и примем гипотезу идеального теп-
лового контакта между КП и осажденным ма-
териалом. 

Тогда распределение температуры в КП, где 
ось Ox перпендикулярна поверхности, описы-
вает уравнение [9] 
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где  1, 2,k  при 1k  параметры относятся к 
КП, при  2k  — к пленке;  kc  — удельная  
массовая теплоемкость;   k  — плотность; 

 ( , )T T x t  — температура; t  — время; x  — 
координата; ( )x  — средняя кривизна КП; 
 kq  — проекция вектора плотности теплового 

потока  kq  на ось Ox. 
В простейшей постановке задачи средняя 

кривизна и тепловой поток имеют вид 
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       ,k k Tq  (3) 

где 0  — средняя кривизна внешней поверхно-
сти КП;   k  — коэффициент теплопровод-
ности. 

С учетом выражений (2) и (3) уравнение 
теплопроводности (1) записывается следующим 
образом [10]: 

                             
02 .k k k kT T Tc

t x x x
  (4) 

Формула (4) представляет собой уравнение 
переноса в криволинейной ортогональной си-
стеме координат с учетом принятых допущений 
и справедливо как для КП при  ( , 0)x H  
(см. рис. 1), так и для пленки при (0, ),x vt  где 
v  — скорость осаждения. 

В соответствии с допущениями граничные и 
контактные условия имеют вид [11] 
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где cT  и гT  — температуры газа, из которого 
происходит осаждение охлаждающей среды и 
материала; ε — коэффициент излучения; 0  — 
постоянная Стефана–Больцмана; A — коэффи-
циент поглощения излучения осаждаемого ма-
териала; г

лq  — лучистый тепловой поток газа; 
 2L  — удельная теплота фазового перехода для 

осаждаемого вещества; с  и г  — коэффици-
енты конвективного теплообмена в охлаждаю-
щей среде и материале. 

Чтобы получить в начальный момент вре-
мени распределение температуры в пластине 

0( ),T x  достаточно решить уравнение стацио-
нарной теплопроводности для неподвижных 
границ 

 
Рис. 1. Наращиваемая КП 
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Численное решение. Проведем численное мо-
делирование нестационарной теплопроводно-
сти. Построим разностную схему для уравнения 
(4) интегроинтерполяционным методом [12, 
13]. За каждый шаг по времени   к внешней 
поверхности КП присоединяется слой материа-
ла толщиной  2 ,h v  равной шагу по простран-
ству в пленке. 

Введем сеточную функцию  ( , )j
j iiu T t x  и 

сетку по пространству 
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Исходному уравнению теплопроводности 
(4) соответствует разностный аналог [14] 
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Аппроксимация левого граничного условия 
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Аппроксимация условия идеального тепло-
вого контакта [15] 
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Аппроксимация правого граничного усло-

вия сопряжена с двумя трудностями: четвертой 
степенью температуры в граничном условии и 
отсутствием точки 1 2 :N Nu  
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где u  — значение температуры с предыдущего 
временного слоя, интерполированное в несу-
ществующую точку 1 2 ;N Nu   4u  — прибли-
жение,  

          
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 3
1 1 1ˆ ˆ4 .N N N N N N N N N Nu u u u u  

В растущей сетке любой вариант выбора u  
приведет к появлению в схеме условной ап-
проксимации. Если       1 2 1 21 23 3N N N Nu u u  

  1 2 3 ,N Nu  то к порядку аппроксимации доба-
вится слагаемое  3 2

2 2( / ) ( ).O h O h v  Практика 
показывает, что при отсутствии существенных 
изменений температуры данные формулы 
можно использовать. 

 
Анализ модели и ее модификации. В качестве 
примера рассмотрим осаждение нитрида тита-
на на стальную пластину. Свойства материалов 
взяты из работы [16]:   1  = 7 800 кг/м3; 
  2  = 5 400 кг/м3;  1с  = 460 Дж/(кг·К);  2с  = 

= 600 Дж/(кг·К);   1  = 22,4 Вт/(м·К);   2  = 
= 41,8 Вт/(м·К);   = 1 м–1; с  = 53 Вт/(м2·К); 
г  = 72 Вт/(м2·К); (1)D  = 9·10–6 м2/с; (2)D  = 
= 8·10–5 м2/с; с  = 2·10–3 м/с; г  = 10–2 м/с; 

гQ  = 50 кг/м3; Н =  0,05 м; v = 10–7 м/с;  = 0,7; 
А = 0,7;  2L  = 2·106 Дж/кг; г

лq  = 9,2·104 Вт/м2; 
cT  = 300 К; гT  = 1 400 К. Здесь ( )kD  — коэффи-

циент диффузии частиц в материалах; с  и 
г  — коэффициенты массоотдачи для охлаж-
дающей среды и газа; гQ  — плотность газа, из 
которого происходит осаждение материала. 
Эти параметры нужны для модификаций моде-
ли, показанных далее. 

Проведем расчет для различных значений 
средней кривизны КП и скорости газофазного 
осаждения (рис. 2, а). 

В результате математического моделирова-
ния выявлена существенная зависимость про-
филя температуры от средней кривизны КП 
(см. рис. 2, а, слева): температура в сечении КП 
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с большей по модулю средней кривизной при 
ее положительном значении выше, чем при от-
рицательном. При сильном различии значений 
средней кривизны поверхности КП несходство 
профилей температуры может быть так велико, 
что одномерная задача теплопроводности будет 
уже некорректна. 

Скорость газофазного осаждения также ока-
зывает значительное влияние на температурное 
поле в КП (см. рис. 2, а, справа): ее возрастание 
вызывает значительное повышение Т во всей 
КП. При уменьшении v распределение темпера-
туры сводится к решению стационарной задачи 
для неподвижной границы. 

Результаты аналогичного расчета для пары 
материалов медь–нитрид титана приведены на 
рис. 2, б, где видно, что градиент температуры в 
КП значительно меньше, чем в покрытии. Это 
объясняется тем, что высокая теплопровод-
ность меди способствует быстрому отводу теп-
лоты от нагреваемой поверхности. 

Учтем в математической модели диффузи-
онный перенос частиц газа в КП. Если принять 
гипотезу об интенсивном теплообмене между 

КП и частицами, то для теплового потока вы-
ражение (3) примет вид [17] 

       (2) ( )k k kT c TD Qq   

(Q — концентрация частиц в материале), а 
уравнение (4) преобразуется в систему 
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Добавление к этим уравнениям начальных, 
контактных и краевых условий [18] позволяет 
учесть в модели диффузионный перенос тепло-
ты. Однако практика численного расчета пока-
зывает, что влияние диффузионных темпера-
турных потоков меньше, чем зависимость тем-
пературного поля от геометрии пластины 
(рис. 3). 

Из рис. 3 следует, что качественный вид за-
висимости температурного поля от параметров 

 
Рис. 2. Распределения температуры Т по толщине КП вдоль оси Ох для пары материалов  

сталь–нитрид титана (а) и медь–нитрид титана (б) при различных значениях средней кривизны КП  
в момент времени t = 5·104 с (слева) и параметров осаждения (справа): 

1 —  = 1 м–1; 2 —  = 0 м–1; 3 —  = –1 м–1; 4 — v = 10–6 м/с, t = 5·103 с;  
5 — v = 10–7 м/с, t = 5·104 с; 6 — v = 10–8 м/с, t = 5·105 с 
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осаждения и геометрии пластины не изменил-
ся, а результаты расчета близки к тем, которые 
показаны на рис. 2, а. 

Проведем сравнение двух математических 
моделей (рис. 4) — базовой, не учитывающей 
диффузию, и модифицированной, учитываю-
щей этот процесс. 

Как видно из рис. 4, диффузионные процессы 
оказывают большее влияние на поверхность 
пластины отрицательной средней кривизны. 

Аналогичные вычисления для разных скоро-
стей газофазного осаждения выявили их незна-
чительную зависимость от диффузионных про-
цессов. Расчеты, выполненные для разных мате-
риалов, показали, что наибольшее влияние 
диффузионные процессы оказывают на темпера-
туру материалов с низкой теплопроводностью. 

Еще одной возможной модификацией мате-
матической модели может быть учет линейного 
изменения кривизны КП по толщине 

  


      1 2
0

1 1

( ) ,
2 x

R x R xx x   (5) 

где x  — линейная часть функции ( ),x  взятая 
с обратным знаком,    2

02 G
x K  ( GK  — гаус-

сова кривизна); 1,R  2R  — главные радиусы 
кривизны поверхности пластины при  0.x  

Учет кривизны, определяемой выражени-
ем (5) (вместо формулы (2)), в уравнении (1) 
позволяет рассматривать КП не только средней, 
но и гауссовой кривизны (рис. 5). 

Гауссова кривизна КР при фиксированной 
средней кривизне имеет максимальное значе-
ние, соответствующее равенству главных ради-
усов кривизны, для которого наблюдается са-
мое быстрое выравнивание температурного 
поля (рис. 5, б). С уменьшением гауссовой кри-
визны КП температура растет по каждому сече-
нию КП. 

 
Рис. 4. Распределения температуры Т по толщине КП вдоль оси Ох в с учетом (1) и без учета (2) диффузии 

 для пары материалов сталь–нитрид титана при различных значениях средней кривизны КП  
в момент времени t = 5·104 с: 

а — 0 = 3 м–1; б — 0 = –3 м–1 

 
Рис. 3. Распределения температуры Т по толщине КП вдоль оси Ох для пары материалов сталь–нитрид  
титана с учетом диффузионного переноса частиц газа при различных значениях средней кривизны КП  

в момент времени t = 5·104 с (а) и параметров осаждения (б): 
1 —  = 1 м–1; 2 —  = 0 м–1; 3 —  = –1 м–1; 4 — v = 10–6 м/с, t = 5·103 с;  

5 — v = 10–7 м/с, t = 5·104 с; 6 — v = 10–8 м/с, t = 5·105 с 
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Сравним результаты расчета (рис. 6) для ба-
зовой математической модели (кривая 1) и мо-
дели, учитывающей линейное изменение кри-
визны (кривая 2). 

Для плоской пластины с помощью формулы 
(5) можно показать эквивалентность математи-
ческих моделей. Результаты расчета для КП, 
приведенные на рис. 6, а и б, различаются: тем-
пература в сечении пластины (особенно для 
больших по модулю значений кривизны КП) у 
базовой модели меньше, чем у учитывающей 
линейное изменение кривизны. 

Выводы 
1. Установлено, что распределение темпера-

туры в КП зависит в первую очередь от матери-
алов КП и наносимого покрытия (см. рис. 2). 

2. Определена зависимость между геомет-
рией КП и температурой (см. рис. 2, слева): 

большей средней кривизне пластины соответ-
ствует более высокая температура в сече-
нии КП. 

3. Выявлено существенное влияние скорости 
газофазного осаждения на распределение тем-
пературы в КП (см. рис. 2, справа). 

4. Зависимости температуры от геометрии 
пластины и скорости газофазного осаждения, 
установленные для базовой модели, справед-
ливы и для ее модификаций (см. рис. 3–6). 
Результаты расчета показали, что наибольшее 
воздействие диффузионные процессы оказы-
вают на поверхность пластины отрицатель-
ной средней кривизны. Учет линейного изме-
нения кривизны пластины позволяет уве-
личить область адекватности базовой 
математической модели и принять во внима-
ние гауссову кривизну КП, которая может 
существенно влиять на результаты моделиро-
вания. 

 
Рис. 5. Распределения температуры Т по толщине КП вдоль оси Ох для пары материалов  

сталь–нитрид титана с учетом линейного изменения кривизны КП при различных значениях гауссовой  
и средней кривизн: 

а — KG = 0 м–2 (1 —  = 1 м–1; 2 —  = 0 м–1; 3 —  = –1 м–1);  
б —  = 1 м–1 (4 — KG = –24 м–2; 5 — KG = –8 м–2; 6 — KG = 1 м–2) 

 
Рис. 6. Распределения температуры Т по толщине КП вдоль оси Ох для пары материалов  

сталь–нитрид титана без учета (1) и с учетом (2) линейного изменения кривизны КП  
при различных значениях средней кривизны КП в момент времени t = 5·104 с: 

а —  = 3 м–1; б —  = –3 м–1 
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