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В настоящее время существует техническая, экономическая и социальная потреб-
ность в создании и использовании транспортных средств на пневмоколесных движи-
телях, в том числе сверхнизкого давления, для освоения районов Севера и Северо-
Востока России. Наша страна не располагает необходимым парком энергоэффектив-
ных машин высокой проходимости, поэтому прогнозирование проходимости колес-
ной техники по опорной поверхности со слабыми несущими свойствами является ак-
туальной задачей. Разработана математическая модель прямолинейного качения эла-
стичного колеса по неровному деформируемому опорному основанию, учитывающая 
деформацию пятна контакта и изменение направления радиальной и тангенциальной 
реакций. Методами имитационного моделирования доказана работоспособность со-
зданной математической модели. 
Ключевые слова: качение эластичного колеса, деформируемое опорное основание, 
деформация пятна контакта, радиальная и тангенциальная реакции 

Currently, there are technical, economic and social needs to develop and utilize vehicles 
with pneumatic propulsion, including those of ultra-low pressure, for the development of 
northern and north-eastern parts of Russia. In Russia, the fleet of energy efficient vehicles of 
high passability is insufficient, therefore the task of predicting the off-road ability of wheeled 
vehicles on a surface with poor load-bearing properties is relevant. The authors developed a 
mathematical model of rectilinear rolling of an elastic wheel on an uneven deformable 
support base, taking into account the deformation of the contact patch and the change in 
the direction of the radial and tangential reactions. The efficiency of the developed 
mathematical model was proved by simulation methods. 
Keywords: elastic wheel rolling, deformable support base, contact patch deformation, radial 
and tangential reactions 
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Одним из основных направлений экономиче-
ского развития России было и должно оста-
ваться ускоренное развитие районов Севера и 
Северо-Востока, занимающих более 60 % тер-
ритории страны. Дальнейшее освоение этих 
районов требует новых подходов и технологий 
для решения транспортно-технологических за-
дач при перемещении грузов и людей в услови-
ях бездорожья. При этом движение транспорт-
но-технологических машин не только затруд-
нено, но в ряде случае невозможно. 

Существующие модели колесных, гусенич-
ных и роторно-винтовых машин не отвечают 
поставленным функциональным требованиям, 
а также требованиям эффективности, надеж-
ности и экологичности движителей при экс-
плуатации в северных регионах страны со сла-
бонесущими опорными поверхностями. Таким 
образом, имеется техническая, экономическая 
и социальная потребность в создании и ис-
пользовании транспортных средств на пнев-
моколесных движителях, в том числе сверх-
низкого давления, удовлетворяющих этим 
требованиям. 

В настоящее время наша страна не распола-
гает необходимым парком энергоэффективных 
машин высокой проходимости. Серийно вы-
пускаемая вездеходная техника, выполненная 
по старым традиционным схемам, не соответ-
ствует требованиям, определяющим эффектив-
ность и экологичность ее движителей в слож-
ных природно-климатических условиях. В свя-
зи с этим прогнозирование проходимости 
колесных машин (КМ) по опорной поверхности 
со слабыми несущими свойствами является ак-
туальной задачей [1, 2]. 

Одним из основных методов прогнозирова-
ния проходимости является имитационное мо-
делирование движения КМ в различных усло-
виях эксплуатации, основанное на математиче-
ских моделях взаимодействия эластичной 
шины с деформируемыми неровностями опор-
ного основания. 

Установлено [3, 4], что на опорно-тяговую 
проходимость КМ влияют как деформативные 
свойства шин, так и физико-механические ха-
рактеристики грунта: нормальный прогиб ши-
ны и глубина колеи; изменение площади опор-
ного пятна контакта в зависимости от нагрузки 
и давления воздуха в шине; наличие гистере-
зисных потерь в материале шины, которые 
влияют на сопротивление качению, обуслов-
ленное трением в пятне контакта о почву; со-

здание касательных реакций почвы по всей 
площади контакта. 

Наряду с определением зависимостей для 
описания процессов нагрузка–деформирование 
дорожного полотна и нагрузка–деформирова-
ние движителя не менее важной задачей явля-
ется выбор модели расчета вертикальных де-
формаций грунта при контакте с пневматиче-
ской шиной. Правильность выбора типа и вида 
аппроксимационной зависимости во многом 
определяет качественную и количественную 
стороны общего решения задачи контактного 
взаимодействия эластичного движителя с де-
формируемым дорожным полотном [5]. 

На сегодняшний день сформированы два ос-
новных направления теоретического исследова-
ния взаимодействия движителей с грунтом: ана-
литический метод, предусматривающий матема-
тическое описание изучаемого процесса [6–8], и 
метод конечных элементов (МКЭ), основанный 
на компьютерном моделировании [9–11]. В об-
ласти исследования взаимодействия колесных 
движителей с грунтом аналитический метод 
нашел широкое применение. Разработанные ма-
тематические модели взаимодействия шины с 
грунтом позволяют решать различные задачи. 
Эти модели используют при исследовании как 
процессов взаимодействия одиночного колесно-
го движителя с грунтовым массивом, так и ди-
намических моделей мобильных машин, эксплу-
атируемых в специфических дорожно-грунто-
вых и климатических условиях. К самым 
значимым недостаткам таких моделей относится 
описание взаимодействия колеса с ровным де-
формируемым основанием, в то время как про-
филь реальной опорной поверхности имеет 
большую высоту неровностей, соизмеримую с 
радиусом колеса. 

Изучение процессов, протекающих в грун-
товом массиве при воздействии колесного 
движителя, с помощью МКЭ является относи-
тельно новым методом, получившим в послед-
нее время наибольшее распространение. МКЭ 
лучше других методов обеспечен численными 
процедурами исследования математических 
моделей объектов, но самое важное его досто-
инство заключается в наличии неявных мето-
дов интегрирования систем дифференциальных 
уравнений. Применение МКЭ позволяет наи-
более точно описать процесс взаимодействия 
колесных движителей с почвой, определить 
напряжения в грунтовом массиве, деформацию 
шины и грунта, его уплотнения. В отличие от 
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аналитических методов в МКЭ форма пятна 
контакта эластичной шины с опорной поверх-
ностью создается в результате моделирования с 
учетом независимых характеристик грунта, 
конструктивных и эксплуатационных парамет-
ров движителя. Однако вычислительная трудо-
емкость МКЭ высока, поэтому при существую-
щих на сегодняшний день компьютерах ис-
пользовать эти модели в составе общей модели 
движения многоосных КМ затруднительно. 

Цель работы — разработка математической 
модели качения эластичного колеса по дефор-
мируемому неровному опорному основанию с 
учетом деформации пятна контакта. 

 
Математическая модель качения. При разра-
ботке модели примем следующие основные до-
пущения: 

• пятно контакта, ширина которого равна 
ширине шины имеет прямоугольную форму; 

• нормальное давление в пятне контакта 
распределено равномерно; 

• сила взаимодействия колеса с опорным ос-
нованием направлена в обратную сторону от 
скорости проскальзывания. 

 
Системы координат и основные расчетные 
зависимости. В предлагаемой модели исполь-
зованы две различные системы координат 
(рис. 1), что обусловлено структурой и формой 
уравнений движения объекта. 

Первая, неподвижная, система координат 
(НСК) O2 X2Y2 Z2 служит для моделирования 
заданных дорожно-грунтовых условий движе-
ния. Начало координат системы, точка О2, сов-
падает с началом моделируемой трассы. 

Вторая, микроподвижная, система коорди-
нат (МПСК) OT XTYT ZT предназначена для 
определения сил, действующих на автомобиль 
со стороны грунта. Центр этой системы, точ-
ка ОТ, совпадает с геометрическим центром 
вращения колеса, а ось ОT XT — с проекцией 
продольной оси симметрии колеса на опорную 
поверхность. 

Рассмотрим расчетную схему качения колеса 
по неровностям опорного основания (см. 
рис. 1). 

На нижней полуокружности недеформиро-
ванного профиля колеса выберем некоторое 
количество точек n, положение которых будем 
определять углом i между вертикалью, опу-
щенной из центра колеса на ось Х2, и лучом, 
соединяющим точку недеформированного 

профиля колеса с его центром (см. рис. 1). Ко-
личество точек выбираем исходя из компро-
мисса между точностью модели и ее быстро-
действием. Определим координаты 2iX  и 2iY  
выбранных точек профиля в НСК: 
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где 20 ,X  20Y  — координаты центра колеса (точ-
ки О) в НСК; кr  — свободный радиус колеса. 

Вертикальную координату 2iZ  i-й точки не-
деформированного профиля колеса в НСК 
определим по формуле 

    2 20 кcos ,i iZ Z r  

где Z20 — вертикальная координата центра ко-
леса в НСК. 

Формирование продольного профиля про-
водится по следующему алгоритму: 
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где 2грiZ  — вертикальная координата профиля 
опорного основания под i-й точкой колеса; 

 
Рис. 1. Расчетная схема качения колеса  
по неровностям опорного основания:  

1, 2 и 3 — деформированный, деформируемый  
и недеформированный профили грунта соответственно;  

РZ и РX — вертикальная и продольная силы, приложенные 
 к центру колеса со стороны оси КМ 
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недеф
2грiZ  — вертикальная координата недефор-

мированного профиля колеи (моделируется 
заранее по известной методике, изложенной в 
работе [12]); iX  — текущая продольная коор-
дината i-й точки профиля колеи в НСК; 

  2 2
г к 20 г( ) ;X r Z h  гh  — глубина колеи. 
Прогиб шины idr  в радиальном направле-

нии для i-й точки недеформированного профи-
ля находим из следующих соотношений: 
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Таким образом, для определения реакций 
взаимодействия колеса с опорной поверхно-
стью в МПСК при наличии нескольких зон 
«перекрытия» профилем опорного основания 
недеформированного контура колеса необхо-
димо вычислить эквивалентный угол αэкв точки 
приложения суммарной радиальной реакции Rr 
в радиальном направлении и тангенциальной 
реакции Rτ (см. рис. 1). 

Эквивалентный угол определим как взве-
шенное среднее значение 
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Радиальная реакция Rr является суммой 
упругой Rrу и демпфирующей Rrд составляющих: 
Rr = Rrу + Rrд. Упругая составляющая Rrу зависит 
от эквивалентного прогиба шины 
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где кn  — количество точек недеформированно-
го профиля, находящихся в контакте с опорной 
поверхностью. 

На демпфирующую составляющую радиаль-
ной реакции Rrд оказывает влияние скорость 
прогиба шины в радиальном направлении. По-
этому определим проекции скорости точек 
контура колеса на оси ХТ и ZТ: 
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где к  — угловая скорость вращения колеса; 
0 TXv  и 0 TZv  — проекция вектора скорости цен-

тра колеса на ось TX  и .TZ  

Проекция вектора линейной скорости i-й 
точки недеформированного профиля колеса в 
радиальном направлении 

     sin cos ,T Tri iX i iZ iv v v  
где TiXv  и TiZv  — проекция вектора линейной 
скорости i-й точки на ось TX  и TZ . 

Скорость деформации профиля i-й точки в 
радиальном направлении 

      2гр cos .i i i ri
d dr Z v
dt

 

Эквивалентная скорость прогиба 
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Далее, зная упругую и демпфирующую ха-
рактеристики шины в радиальном направле-
нии, находим Rr. 

Тангенциальная реакция Rτ = s Rr. Здесь 
s  — коэффициент трения частичного сколь-
жения [13]), 

  
 

    к 0/
max 1 ,S S

s s e   

где  maxs  — коэффициент трения полного 
скольжения для данного угла  поворота век-
тора скорости скольжения; кS  — коэффициент 
буксования; 0S  — константа. 

Последнее выражение справедливо для не-
связных грунтов. Коэффициент  maxs  опреде-
ляет максимальное значение функции  к( ),s S  а 
в совокупности с константой S0 — градиент 
функции  к( )s S  в начале координат, отражаю-
щий свойства грунта при малых скольжениях. 

Коэффициент буксования: 
• для тягового режима качения колеса 

   
 
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• для тормозного или ведомого режимов ка-
чения колеса 
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Реакции взаимодействия колеса с опорной 
поверхностью TXR  и TZR  в проекции на оси 

TX  и TZ  МПСК имеют следующий вид: 

      экв экв лобcos sin ;TX rR R R R  

     экв эквsin c s .oTZ rR R R  
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Здесь лобR  — сила лобового сопротивления 
грунта качению колеса (бульдозерный эффект), 
определяемая по методике, изложенной работе 
[14]: 

      2
лоб ш к г экв пас0,5 ;R b r h dr q  
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где шb  — ширина шины;   — удельный вес 
грунта, МН/м3; *

г  — угол внутреннего трения 
грунта, град; *

а  — угол трения грунта о стенку 
шины, град. 

Графики для определения углов  * *
г ,  а  при-

ведены в работе [14]. 
Динамика вращения колеса, представленная 

на рис. 1, описывается уравнениями 

         к к к к экв т ;TX f hJ M R r dr M M M  

      к экв экв эквsin cos ;f rM R r dr  

    к к1 ,TZh R r SM  

где кJ  — момент инерции колеса относительно 
оси вращения; кM  — крутящий момент, под-
водимый к колесу; fM  — момент сопротивле-
ния качению колеса за счет смещения реак-
ции rR ; hM  — момент сопротивления, вы-
званный вертикальной деформацией грунта; 

тM  — тормозной момент на колесе [14]. 
 

Определение глубины колеи. Рассмотрим 
упрощенную поверхность зоны контакта, когда 
его пятно имеет прямоугольную форму, а нор-
мальное давление распределено равномерно. 
Тогда площадь пятна контакта шF  определим 
по формуле 
    ш 1 2 ш ,F L L b  

где 1L  и 2L  — длина пятна контакта в пределах 
правой и левой нижних четвертей дуги окруж-
ности недеформированного контура шины (см. 
рис. 1). 

Зависимость 2гр ( )Z f X  в пределах правой 
нижней четверти дуги окружности недеформи-
рованного контура шины описывается форму-
лой (1). Тогда 

       
г

2
1

0

1
X

L f X dX  

       
2 1

г г г
1 1 sh ,

2
AX AX A X A

A
 (2) 

где  2
г 1 г/ ,( )iA h t X  1it  — момент времени на 

предыдущем шаге интегрирования; sh( )x  
 ( )/2x xe e  — гиперболический синус. 

Для решения выражения (2) значение 
г 1( )ih t  необходимо брать с предыдущего шага 

интегрирования, чтобы избежать «алгебраиче-
ской петли». Начальное значение можно при-
нять  г 0 0.th  

Ввиду отсутствия аналитической зависимо-
сти 2гр ( )Z f X  в пределах левой нижней чет-
верти дуги окружности недеформированного 
контура шины заменим интеграл (2) конечной 
суммой для n участков недеформированного 
профиля шины, для которых  0idr  при 
     /2 0:i  

  
    


   

2 2
2 2гр 2гр 1 2гр 2гр 1

1
.

n
i i i i

i
L Z Z X X  

Определим нормальные давления 0zp  в 
пятне контакта по формуле Бернштейна–
Летошнева [14]: 

  
0 гр г , zp с h  МПа, 

где грс  — коэффициент деформации грунта, 
МПа; μ — показатель плотности грунта. 

С другой стороны 

  


0 6
ш 1

,  Па
0

М ,z
z

Pp
F

 

где zP  — вертикальная нагрузка на колесо. 
Тогда глубина колеи 

  

1

г 6
гр ш10

.zPh
с F

 
  
 

 

 
Влияние грунтозацепов на параметры движе-
ния колеса. При наличии грунтозацепов необ-
ходимо дополнительно вычислить касательные 
силы в зонах выступов и впадин, а также вынос 
грунта из зоны контакта в случае интенсивного 
буксования колеса. 

Дополнительное вертикальное заглубление 
центра колеса в грунт, вызванное экскавацией 
грунта из зоны контакта, вычисляют по форму-
ле [14] 
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   


вп грз к
г.э

грз к
,

1
t h S

h
t S

d  

где впt  — длина впадины грунтозацепа; грзh  — 
высота грунтозацепа; грзt  — шаг грунтозацепа, 

 грз к грз2 /t r n  грз(n  — общее количество грун-
тозацепов по длине окружности шины). 

Тогда суммарное вертикальное заглубление 
центра колеса 

    гс м .г эу .h h dh  

Считаем, что если сум к ,h r  то происходит 
потеря подвижности машины вследствие вы-
вешивания корпуса на грунте. 

Для определения дополнительных касатель-
ных сил 

грз
jR  в зонах выступов и впадин грун-

тозацепов (рис. 2) будем использовать резуль-
таты, полученные в работе [14]: 

  

 


 
   

  




2
mгрз 6 *

грз гр г
ax

max
t

0,0
10

5
exp g ;j

x x

x

e e
e

R F с  

  
     

2

1

к к экв( )( ) ;
t

x
t

e S t t r dr dt  

    2 1,t t t  
где грзF  — площадь лобовой проекции грунто-
зацепа; xe  — текущий сдвиг грунта; maxxe  — 
максимальный сдвиг грунта, при котором свя-
занность частиц грунта не нарушается; ( )S t  — 
путь, пройденный центром колеса за время  .t  

Суммарная касательная сила 
грз

TXR  в проек-
ции на ось TX  МПСК по всем m грунтозаце-
пам, находящимся в зоне контакта колеса с 
опорным основанием, 

  



 грз грз

1
cos ;

T jj
j

m

XR R  

  




1 2
грз

к
.

2
L Lm n

r
 

Тогда окончательно выражение для опреде-
ления продольной реакции колеса с опорным 
основанием в проекции на ось TX  МПСК име-
ет вид 

         грз
экв экв лобcos sin .T TX r XR R R R R  

 
Проверка работоспособности математической 
модели. Для проверки работоспособности 
предложенной методики создана программа 
моделирования движения одиночного колеса в 
среде MATLAB/Simulink. В качестве исходных 
данных использовали параметры грунтового 
основания по данным работы [14] и основные 
параметры одиночного колеса. 

Параметры грунтового основания 
Коэффициент деформации грунта гр ,с  МПа . . . 0,85 
Показатель плотности грунта  . . . . . . . . . . . . . . . 0,77 
Удельный вес грунта  ,  МН/м3 . . . . . . . . . . . . . 0,0145 
Угол внутреннего трения грунта *

г ,  град . . . . . . . 40 

Максимальный сдвиг грунта, при котором  
связанность частиц грунта не нарушается,  

max ,xe  м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,05 
Коэффициент трения полного  
скольжения  maxs  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,8 
Константа 0S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,05 

Основные параметры одиночного колеса 
Масса m, кг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 600 
Свободный радиус к ,r  м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,7 
Ширина ш ,b  м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,6 
Общее число грунтозацепов грз ,n  шт.  . . . . . . . . . . 60 
Высота грунтозацепа грз ,h  м . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,015 
Длина впадин грунтозацепов вп ,t  м . . . . . . . . . . . 0,015 
Угловая скорость вращения колеса к ,  с–1 . . . . . . . 4 

 
На рис. 3 показана зависимость высоты 

профиля Z2гр грунтового основания от про-

 
Рис. 2. Расчетная схема для определения  

дополнительных касательных сил 
грз

jR  в зонах  
выступов и впадин грунтозацепов 

 
Рис. 3. Зависимость высоты профиля Z2гр грунтового 

 основания от продольной координаты Х2 
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дольной координаты Х2 НСК, а на рис. 4 — за-
висимости от времени движения t следующих 
параметров: глубины колеи г ,h  высоты центра 
колеса к ,z  эквивалентного прогиба шины 

экв ,dr  длины пятна контакта  1 2L L L  и экви-
валентного угла экв. 

Представленные на рис. 4 зависимости поз-
воляют судить о работоспособности предло-
женной математической модели движения эла-
стичного колеса по неровному деформируемо-
му опорному основанию. 

Выводы 

1. Разработана математическая модель пря-
молинейного качения эластичного колеса по 
неровному деформируемому опорному основа-
нию, учитывающая деформацию пятна контак-
та и изменение направления радиальной и тан-
генциальной реакций. 

2. Методами имитационного моделирования 
доказана работоспособность предложенной 
математической модели. 
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