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Благодаря уникальным свойствам механизмы параллельной структуры находят ши-
рокое применение в современной робототехнике. При синтезе таких механизмов 
важную роль играет размер рабочей зоны, так как на него влияют области так называ-
емых особых положений, в которых он может потерять управляемость и подвиж-
ность. Существует несколько подходов к определению рабочих зон механизмов раз-
личных типов, однако в основном они представлены теоретическими исследования-
ми и не учитывают параметры реальных манипуляторов. Выполнено обобщение 
известных знаний о рабочих зонах механизмов параллельной структуры, их типах и 
способах определения формы и размеров, а также совершенствование этих способов 
для прикладного применения при синтезе механизмов реальных роботехнических 
устройств. Предложена и наглядно проиллюстрирована с помощью различных плос-
ких и пространственных механизмов дополненная классификация рабочих зон меха-
низмов. Полученные результаты позволяют оценивать пригодность манипулятора 
для практического применения уже на стадии его синтеза. 
Ключевые слова: механизм параллельной структуры, рабочая зона, плоский меха-
низм, пространственный механизм, синтез механизма 

Parallel mechanisms are widely used in modern robotics due to their unique properties. The 
important part of synthesis of these mechanisms is determining the size of the workspace as 
it is affected by singularity areas, in which the mechanism can become uncontrollable and 
immobile. There are several approaches to determining workspaces of parallel mechanisms 
of different types. Most of them are based on theoretical research and do not consider the 
parameters of real manipulators. This article presents a summary of known facts about 
workspaces, their types, and methods of determining their shape and size as well as ways of 
improving these methods for applied use in the synthesis of real robotic mechanisms. A 
supplementary classification of workspaces is proposed and illustrated by examples of 
various planar and spatial mechanisms. The results obtained allow estimating operational 
suitability of the mechanism for practical needs as early as at the synthesis stage. 
Keywords: parallel mechanism, workspace, planar mechanisms, spatial mechanism, mecha-
nism synthesis 
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Одной из основных тенденций современной 
робототехники является синтез механизмов 
параллельной структуры (МПС) [1–3], что под-
тверждается большим количеством научных 
работ, посвященных этой тематике. Актуаль-
ность разработки и совершенствования МПС 
обусловлена их особыми свойствами, отличны-
ми от механизмов последовательной структуры 
[4]: многоподвижная замкнутая кинематиче-
ская цепь манипулятора обеспечивает более 
высокие жесткость его конструкции и грузо-
подъемность, что приводит к уменьшению раз-
меров и масс подвижных звеньев. Благодаря 
наличию нескольких замкнутых цепей нагрузки 
распределены равномерно, что положительно 
сказывается на характеристиках, связанных с 
прочностной надежностью [5], а также более 
высокую точность позиционирования выход-
ного звена (ВЗ), так как ошибка позициониро-
вания не накапливается, а усредняется на каж-
дом приводе. 

Наряду с достоинствами, следует отметить и 
существенные недостатки МПС, такие как 
ограниченная рабочая зона (РЗ) манипулятора, 
трудности при проектировании систем управ-
ления, а также наличие особых положений, в 
которых механизм может потерять управляе-
мость и подвижность [6, 7]. 

При синтезе МПС важную роль играет раз-
мер РЗ, в общем понимании представляющей 
собой множество точек, в которых может 
находиться ВЗ манипулятора, т. е. тех точек, 
где обратная задача о положениях имеет ре-
шение [8]. 

Определение размера и формы РЗ началось с 
разработки платформы Гью–Стюарта в 1956 г. 
[9]. В настоящее время наиболее распростра-
ненным способом определения размера и фор-
мы РЗ является итерационный, т. е. основан-
ный на разбиении РЗ на точки с некоторым ша-
гом и решении обратной задачи о положениях 
в них [10]. 

Цель работы — обобщение известных зна-
ний о РЗ МПС, их типах и способах определе-
ния формы и размеров, а также совершенство-
вание этих способов для прикладного приме-
нения при синтезе механизмов реальных 
роботехнических устройств. 

Следует отметить, что отсутствие понима-
ния рабочего пространства является одним из 
главных препятствий в развитии полезных на 
практике МПС, что обусловливает актуаль-
ность данной работы [11]. 

Пусть положение и ориентация ВЗ некоего 
обобщенного МПС (рис. 1) с n степенями сво-
боды задано в некоторой неподвижной системе 
отсчета координатами 1 2, , , .nx x x  Обозначим 
обобщенные координаты, представляющие со-
бой перемещения в приводных парах, как 
  1 2, , , .n  

 
Классификация РЗ. Определение понятия РЗ 
предлагалось в работах многих ученых. Напри-
мер, в статье [8] РЗ — это пространство из 
множества точек, которых достигает «харак-
терная точка» (точка схвата, и т. п.) ВЗ манипу-
ляционного механизма. Это достаточно общее 
определение, которое может упустить ряд важ-
ных факторов, когда речь идет о механизме ре-
ального устройства. Во-первых, существенное 
влияние на РЗ механизма оказывают ограниче-
ния конструкции. Во-вторых, распределение 
нагрузок на приводы является непостоянным 
при различных положениях и ориентациях ВЗ, 
вследствие чего существуют области, в которых 
нагрузка на приводы больше допустимой, что 
приводит к существенной потери точности по-
зиционирования. Таким образом, функциони-
рование реального манипулятора в некоторых 
областях становится недопустимым или даже 
невозможным, несмотря на то, что теоретиче-
ски эти области входят в РЗ механизма. 

Для учета таких негативных явлений пред-
лагается следующая классификация. 

1. Теоретическая РЗ — множество точек, в 
которых может находиться ВЗ, т. е. тех точек, 
где обратная задача о положениях имеет реше-
ние. Это определение включает в себя традици-
онное понимание РЗ механизма. Согласно ра-
боте [6], можно выделить следующие типы РЗ 
МПС: 

 
Рис. 1. Обобщенная схема МПС: 

1 и 2 — приводная и неприводные кинематические 
 пары; 3 — подвижная платформа (ВЗ); 

4 — неподвижное основание 
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• РЗ постоянной ориентации — множество 
точек, в которых может находиться ВЗ, сохра-
няя заданную ориентацию; 

• РЗ ориентации/поворота — множество 
всех возможных ориентаций ВЗ при заданном 
зафиксированном положении; 

• максимальная РЗ — множество точек, в ко-
торых может находиться ВЗ хотя бы с одной его 
ориентацией; 

• РЗ ограниченной ориентации — множество 
точек, в которых может находиться ВЗ хотя бы 
с одной его ориентацией при условии, что воз-
можная ориентация ограничена некими значе-
ниями. Таким образом, максимальная РЗ —
 частный случай РЗ ограниченной ориентации с 
ограничением [0; 2]; 

• РЗ диапазона ориентации — множество 
точек, в которых может находиться ВЗ во всех 
ориентациях из некоторого заданного диапа-
зона; 

• полная РЗ — множество точек, в которых 
может находиться ВЗ во всех возможных ори-
ентациях, т. е. полная РЗ — частный случай РЗ 
диапазона ориентации с ограничением [0; 2]. 

2. Конструктивная РЗ — множество точек, 
в которых может находиться ВЗ, согласно кон-
структивным ограничениям реального МПС 
(таким как, ограничения на минимальный угол 
между звеньями, на угол поворота входного 
звена и т. п.) и требованиям по необходимой 
ориентации ВЗ. 

3. Эффективная РЗ — множество точек, в 
которых может находиться ВЗ, согласно кон-
структивным ограничениям реального меха-
низма и требованиям по необходимой ориен-

тации ВЗ при условии возможности поддержа-
ния в этих точках некоторых параметров дви-
жения, не превышающих критические (напри-
мер, моментов в приводах МПС). 

Введение таких понятий, как конструктив-
ная и эффективная РЗ позволяет с помощью 
предложенных алгоритмов оценивать пригод-
ность манипулятора для практического приме-
нения уже на стадии его синтеза. Рассмотрим 
способы определения формы и размера РЗ раз-
личных типов. 

 
Способы определения формы и размера РЗ 
МПЛ. Для вычисления РЗ традиционно ис-
пользуют геометрический и итерационный 
способы [6]. Несмотря на то что существуют 
численные методы определения [6], в данной 
работе они не рассматриваются, так как их об-
ласть применения ограничена вследствие 
сложности математического аппарата неболь-
шим подклассом параллельных манипуля-
торов. 

Геометрический способ. Для оценки формы 
и размера РЗ механизма в первом приближении 
целесообразно использовать геометрический 
способ. Для каждого значения обобщенной ко-
ординаты ψi i-я кинематическая цепь манипу-
лятора ограничивает область перемещения его 
ВЗ некоторой кривой (в случае плоских меха-
низмов) или поверхностью (в случае простран-
ственных механизмов), которая при изменении 
координаты ψi в некотором заданном диапазоне 
образует некую область или объем Wi. Пересе-
чение всех областей Wi образует максималь-
ную РЗ манипулятора [6]. 

 
Рис. 2. Геометрически определенные РЗ для пятизвенного механизма (а) и 3RRR-механизма (б) 
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В качестве примера рассмотрим данный спо-
соб применительно к пространственному и 
плоским механизмам. На рис. 2 приведены РЗ, 
определенные геометрически, для двух меха-
низмов — пятизвенного и плоского 3RRR. 
В этих механизмах каждая из цепей ограничи-
вает РЗ окружностью с центром в точке распо-
ложения приводного шарнира Ai и радиусом  

 ,
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,
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k k i
i

r l
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где n — число звеньев цепи; il  — длина i-го 
звена k-й цепи. 

Рассмотрим пространственный механизм с 
тремя поступательными степенями свободы, 
представленный в работе [12], кинематическая 
схема которого приведена на рис. 3, а, где Ai — 
приводные пары; Bi, Ci, Di — пассивные (непри-
водные) пары; F — ВЗ механизма. 

Для такого механизма каждая цепь ограни-
чивает перемещение ВЗ тороидальной поверх-
ностью, образованной вращением центра 
окружности радиуса R = BiCi по окружности 
того же радиуса, вокруг оси, совпадающей с 
осью первой кинематической пары этой цепи. 
Пересечение всех областей, ограниченных дан-
ными поверхностями, образует РЗ механизма 
(рис. 3, б–г). 

Итерационный способ. Благодаря простоте 
и высокой точности этот способ нашел широ-
кое применение в работах многих ученых [12–
14]. Он заключается в следующем: выбирают 
некую область, заведомо большую, чем предпо-
лагаемая РЗ механизма (определяемая, напри-
мер, геометрически). Эту область разбивают на 
точки — узлы — с некоторым шагом hi, соот-
ветствующим координате xi. Для каждого узла 
ищут решение обратной задачи о положениях: 

 
Рис. 3. Кинематическая схема пространственного механизма с тремя поступательными степенями  

свободы (а) и его РЗ, определенная геометрическим способом: 
б — поверхность, ограничивающая перемещение ВЗ для одной цепи; в — поверхность, ограничивающая перемещение ВЗ

для каждой из цепей, г — пересечение допустимых областей перемещения ВЗ — РЗ механизма [12] 
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если данное решение существует, значит, точка 
принадлежит РЗ. 

В качестве примера определим теоретиче-
ские РЗ различных типов для плоского 3RRR-
механизма. На рис. 4, а показана РЗ постоянной 

ориентации 3RRR-механизма при постоянном 
значении угла ориентации ( = 0 и  = /4); 
итерации проведены по координатам x, у. 

На рис. 4, б изображена РЗ ориента-
ции/поворота 3RRR-механизма. В этом случае 

 
Рис. 4. Различные рабочие зоны 3RRR-механизма: 

а — РЗ постоянной ориентации при угле  = 0 (слева) и  = /4 (справа); б — РЗ ориентации/поворота  
для начального положения [x0; y0] (слева) и для некоторого произвольного положения [x; y] (справа); в — полная РЗ;  

г — РЗ ограниченной ориентации в диапазоне угла  [0; /2] 
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координаты ВЗ x, y зафиксированы, а итерации 
проводят по углу  с некоторым шагом. На ри-
сунке показан вектор ориентации h в началь-
ном (нулевом) положении, а также направле-
ние отсчета угла ориентации . Начало 
вектора h всегда находится в точке O (ВЗ меха-
низма), возможные положения конца вектора 
показаны дугой. Максимальный и минималь-
ный углы ориентации , доступные при данном 
положении ВЗ, определяют диапазон ориента-
ций, возможных в данной точке. 

Для вычисления полной РЗ (рис. 4, в) и РЗ 
ограниченной ориентации (рис. 4, г) необходи-
мо выполнять итерации как по углу, так и по 
координате. 

Исследование РЗ зон пространственных ме-
ханизмов выполняется аналогично. На рис. 5, а 
приведены схемы двух манипуляторов — ше-
стистепенного на основе кривошипно-шатун-
ного механизма [13] и сферического [14], а на 
рис. 5, б — их максимальные РЗ. 

Основным достоинством такого способа 
определения размера и формы РЗ является то, 
что, корректируя, убирая и добавляя условия в 
алгоритм (рис. 6), можно вычислить РЗ с лю-
быми заданными ограничениями (связанными, 
например, с конструктивными особенностями 
механизма или со спецификой его примене-
ния), максимально приблизив ее к конструк-
тивной РЗ манипулятора. 

 
Рис. 5. Кинематические схемы (а) и максимальные РЗ (б) шестистепенного манипулятора на основе криво-

шипно-шатунного механизма (слева) и сферического манипулятора (справа): 
Ai — приводные пары; Bi, Ci, Di, Ei — неприводные пары; F — ВЗ механизма; О — полюс вращения 
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Рис. 6. Алгоритм определения конструктивной  

РЗ механизма 

 
В качестве примера рассмотрим построение 

конструктивной и эффективной РЗ манипуля-
тора на основе пятизвенного механизма 
(рис. 7). 

Для прототипа манипулятора, предназна-
ченного для использования в 3D-принтере (см. 
рис. 7, б), приняты следующие геометрические 
параметры: l = 120 мм; l11 = l21 = 160 мм; l12 = l22 = 
= 220 мм. Масса экструдера, закрепленного на 
выходном шарнире C, mэкс = 1 кг. Приводные 
шарниры А1 и А2 расположены на оси х и рав-
ноудалены от оси y, т. е. A1 (–0,5l; 0), A2 (0,5l; 0). 

РЗ пятизвенного механизма, определенная 
геометрически, представлена на рис. 2, а. Чтобы 
найти конструктивную РЗ такого механизма, 

наложим в соответствии с прототипом следу-
ющие ограничения: 

• угловое перемещение первых звеньев огра-
ничено стойкой и концевыми выключателями. 
Размер концевого датчика составляет 5 мм.  
Координаты расположения выключателей:  
S1 (–0,5l – 50; –50), S2 (0,5l + 50; –50); 

• минимально допустимый угол между зве-
ньями A1B1 и B1C равен 20°; 

• минимально допустимый угол между зве-
ньями B1C и B2C составляет 5°. 

Согласно данным условиям, в алгоритм про-
граммы (см. рис. 6) были внесены соответству-
ющие изменения. Результат расчета приведен 
на рис. 8, а. 

Для определения формы и размера эффек-
тивной РЗ необходимо получить распределе-
ние крутящих моментов в приводах при раз-
личных положениях и ориентациях ВЗ. 
Огромное влияние на неравномерность этого 
распределения оказывают так называемые 
особые положения, в которых подвижность 
механизма отличается от желаемой и ВЗ (ис-
полнительный орган) устройства может поте-

 
Рис. 7. Кинематическая схема пятизвенного  

механизма (а) и прототип манипулятора  
на его основе (б) 
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рять управляемость или подвижность [1, 2, 7]. 
При этом известно, что негативные явления, 
такие как повышение нагрузки на приводы, 
возникают не только непосредственно в зонах 
особых положений, но и при приближении к 
ним [6, 15, 16]. Для рассматриваемого манипу-
лятора геометрические соотношения подобра-
ны так, чтобы обеспечить РЗ, свободную от 
особых положений. 

Для оценки крутящих моментов в приводах 
при различных положениях и ориентациях ВЗ 
использован подход, представленный в статье 
[17]. Его суть заключается в вычислении кру-
тящих моментов в приводах при приложении 
нагрузки к ВЗ с «наихудшего» направления, при 
котором эти моменты максимальны по модулю. 
Результаты такого анализа, проведенного для 
всех точек РЗ, представлены на рис. 8, б. Как 
видно из рисунка, крутящие моменты Мкр в 

приводах по РЗ не превышают 200 Н∙мм. Для 
выбранного прототипа шагового двигателя 
NEMA34 модели FL86STH65–2808 предельный 
крутящий момент составляет 340 Н∙мм. 

Выводы 
1. Обобщены известные знания о РЗ МПС, 

их типах и способах определения формы и раз-
меров. 

2. Разработана новая классификация РЗ па-
раллельных механизмов, учитывающая влия-
ние конструктивных особенностей и зон осо-
бых положений. 

3. Предложен способ определения конструк-
тивных и эффективных зон механизмов, позво-
ляющий оценивать пригодность манипулятора 
для практического применения уже на стадии 
его синтеза. 
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