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При математическом моделировании динамических процессов в технологическом 
оборудовании вынуждающую силу, действующую на модель, принято представлять 
в виде тригонометрической функции. Этот подход прост и эффективен. Впослед-
ствии, при выполнении проектных и конструкторских работ, иногда необходимо 
достоверно воспроизвести рациональный режим воздействия вынуждающей силы 
на динамические процессы в оборудовании, найденный при моделировании. У обо-
рудования, предназначенного для измельчения (обработки) материала шарошкой 
или фрезой, параметры импульсов вынуждающей силы зависят от параметров  
измельчения. Выполнено исследование влияния параметров измельчения на фор-
мирование импульсов вынуждающей силы путем математического моделирования 
кинематики движения рабочего инструмента с учетом удаления материала. Уста-
новлено, что длительность импульсов силы зависит линейно от подачи, квазили-
нейно от величины заглубления в измельчаемый материал и обратно пропорцио-
нально от окружной скорости рабочего инструмента, а амплитуда импульсов си-
лы — нелинейно от подачи и линейно от величины заглубления в материал. Частота 
импульсов силы прямо пропорциональна окружной скорости рабочего инструмен-
та. Зная характер этих зависимостей, можно подобрать требуемые параметры обо-
рудования. 
Ключевые слова: измельчение шарошкой, обработка материала, импульсное воздей-
ствие, параметры импульсов, параметры измельчения 

When modeling dynamic processes in technological equipment, the driving force acting on 
the model is customarily represented as a trigonometric function. This approach is simple 
and effective. Later, when carrying out design work, it is sometimes necessary to reliably 
reproduce the rational mode of action of the driving force obtained by simulation. In the 
case of equipment designed for milling or processing the material with a cutter or a mill, the 
parameters of driving force impulses depend on the milling parameters. In this paper, the 
effect of the milling parameters on the formation of driving force impulses is analyzed 
through mathematical modeling of the kinematics of the tool motion, taking into account 
the material removal. It is established that the duration of the impulses is in a linear 
dependence on the feed, quasilinear dependence on the depth, and is inversely proportional 
to the circumferential speed of the tool. The amplitude of the impulses is nonlinearly 
dependent on the feed and linearly dependent on the depth. The frequency of the impulses 
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is directly proportional to the circumferential speed of the tool. Knowing the nature of these 
relations, it is possible to select the required parameters of the equipment. 
Keywords: milling by cutter, machining of material, impulse action, impulse parameters, 
milling parameters 

В задачах, связанных с моделированием дина-
мических процессов в оборудовании, вынуж-
дающую силу (ВС), действующую на его мате-
матическую модель, как правило, задают в виде 
тригонометрической функции [1–3]. При из-
мельчении материала с использованием цилин-
дрической шарошки или фрезы силу, импульсы 
которой имеют форму (рис. 1), близкую к гар-
монической [4–6], можно представить в виде 
функции 

 sin , 0,F A F    

где F — текущее значение ВС, Н; A — амплиту-
да колебаний ВС, Н;  — круговая частота ВС, 
рад/с;  — время, с. 

Такое упрощенное представление ВС в пол-
ной мере дает возможность оценить влияние 
параметров ее импульсного воздействия на ди-
намические процессы в оборудовании [7–9]. 
Однако впоследствии (при проектировании) 
иногда возникает задача практической реали-
зации заданного закона импульсного воздей-
ствия ВС в конкретном изделии. Для решения 
этой задачи необходимо понимание влияния 
параметров измельчения на формирование им-
пульсов ВС. 

Цель работы — исследование зависимости 
параметров импульсов ВС от режимов измель-
чения материала. 

 
Методы исследований. Исследование выпол-
нено с использованием математической модели 
кинематики движения рабочего инструмента 
(РИ) при измельчении материала [10, 11]. 

Текущее значение ВС рассчитывается по 
упрощенной формуле [12] 

  ,SF k S   (1) 

где Sk  — удельное значение ВС, Н/мм2; S — 
площадь поперечного сечения стружки, мм2. 

Применение формулы (1) в модели позволяет 
изучить, как меняются параметры импульсов 
ВС — частота , амплитуда А и длительность t, 
в зависимости от текущих параметров измель-
чения (обработки). Также следует отметить, что 
математическая модель учитывает удаление ма-
териала при измельчении. Материал детали и 
технологическая система оборудования приняты 
абсолютно жесткими. 

Частота импульсов ВС зависит от шага меж-
ду импульсами иp  и вычисляется по формуле 

и1/ .p   
 

Результаты и их обсуждение. Зависимость 
длительности импульсов ВС от подачи на зуб 
показана на рис. 2, а. Моделирование выполне-
но при следующих входных параметрах: из-
мельчаемый материал — резина; РИ — цилин-
дрическая шарошка; окружная скорость зубьев 
РИ v = 5 м/с; окружной шаг между зубьями РИ 
p = 88 мм; величина заглубления РИ в материал 
h = 2 мм; удельное значение вынуждающей си-
лы Fуд = 20 Н/мм2; диапазон изменения подачи 
на зуб sz = 1…50 мм/зуб. 

Из рис. 2, а видно, что длительность импуль-
сов ВС, являющаяся по сути временем контакта 
РИ и измельчаемого материала, растет прямо 
пропорционально увеличению подачи на зуб. 

Поскольку окружная скорость зубьев v (м/с) 
и окружной шаг между ними p (м) остаются 
неизменными, частота импульсов ВС будет по-
стоянной, и ее можно вычислить по формуле 

  .v
p

    (2) 

Используя выражение (2), получим частоту 
импульсов вынуждающей силы γ  = 57 Гц. 

Зависимость амплитуды импульсов ВС от по-
дачи на зуб показана на рис. 2, б. При изменении 
подачи от 1 до 23 мм/зуб амплитуда импульсов 
ВС стремительно растет, однако по достижении 
sz = 23 мм/зуб ее рост прекращается, и дальней-
шее увеличение подачи до sz = 50 мм/зуб не ока-
зывает заметного влияния на значение этой  

 
Рис. 1. Формирование импульсов ВС во времени: 
А и t — амплитуда и длительность импульсов; ри — шаг 

 между импульсами 
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амплитуды. В целом по характеру результат мо-
делирования для малых подач соответствует из-
вестным данным [13–15]. 

Рост амплитуды ВС при увеличении подачи 
связан с возрастанием площади поперечного 
сечения S снимаемого слоя материала. При по-
даче sz = 23 мм/зуб площадь поперечного сече-
ния S достигает максимального значения, ха-
рактерного для данной величины заглубления 
РИ в материал, равной 2 мм. При отсутствии 
изменения площади поперечного сечения сни-
маемого слоя материала рост амплитуды им-
пульсов ВС прекращается, достигнув макси-
мального значения А = 1 180 Н. 

Как видно из рис. 2, длительность импульсов 
ВС при возрастании подачи с 1 до 50 мм/зуб 
увеличилась в 1,7 раза, а амплитуда импульсов 
ВС — в 10 раз. Таким образом, можно сделать 
вывод, что наибольшее влияние изменение по-
дачи оказывает на амплитуду импульсов ВС. 

Зависимость длительности импульсов ВС от 
величины заглубления РИ в материал, полу-

ченная моделированием кинематики движения 
РИ, показана на рис. 3, а. 

Моделирование выполнено при следующих 
входных параметрах: измельчаемый мате-
риал — резина; РИ — цилиндрическая шарош-
ка; v = 5 м/с; p = 88 мм; подача на зуб sz = 
= 1 мм/зуб; Fуд = 20 Н/мм2; h = 1…5 мм. 

Из рис. 3, а видно, что с увеличением вели-
чины заглубления длительность импульсов ВС 
квазилинейно возрастает. Незначительное от-
клонение от линейности связано с тем, что 
длина пути, который проходит кромка РИ, 
находясь в контакте с измельчаемым материа-
лом, также нелинейно растет с увеличением 
величины заглубления РИ. 

Длительность импульсов ВС можно опреде-
лить и аналитически по формуле 

  ,Lt
v

   (3) 

где L — длина пути, который проходит кромка 
зуба при измельчении, м. 

 
Рис. 2. Зависимости параметров импульсов ВС от подачи на зуб: 

а — длительности ( — результаты моделирования; –––– — аппроксимирующая прямая); б — амплитуды 

 
Рис. 3. Зависимости длительности импульсов ВС от величины заглубления РИ в материал,  

полученные разными способами: 
а — моделированием кинематики движения РИ ( — результаты моделирования; –––– — аппроксимирующая кривая);  

б — аналитически 
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При обработке плоской поверхности длину 
пути можно приближенно вычислить по выра-
жению 

  θ ,L R   (4) 

где  — угол дуги, вдоль которой проходит 
кромка зуба при измельчении, рад; R — наруж-
ный радиус РИ, мм. 

Угол раскрытия дуги имеет вид 

  1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

θ arcsin ,
x y y x

x y x y
 

     
  (5) 

где 1,x  1y  — координаты точки входа зуба РИ в 
материал относительно его центра РИ, мм; 2 ,x  

2y  — координаты точки выхода зуба РИ из ма-
териала относительно центра РИ, мм. 

В выражении (5): 

 1 ;
2
zsx     

2

2 1 ;h Rx R
R
   

 
  

      

2

1 1 ;
2

zsy R
R

    2 .y h R   

Зависимость длительности импульсов ВС от 
величины заглубления РИ в материал, полу-
ченная аналитически с помощью формул (3)–
(5), приведена на рис. 3, б. Как видно, графики 
на рис. 3, а и б оказались достаточно близкими, 
хотя и имеют незначительное расхождение в 
пределах 16…17 %. График, полученный моде-
лированием кинематики РИ, более точен. В вы-
ражениях (4) и (5) было принято допущение, 
что форма траектории — окружность, в то вре-
мя как в действительности — трохоида. 

Зависимость амплитуды импульсов ВС от 
величины заглубления РИ в материал показана 
на рис. 4. 

С увеличением величины заглубления ам-
плитуда импульсов ВС линейно повышается, 
так как с ростом величины заглубления линей-
но увеличивается площадь поперечного сече-
ния снимаемого слоя материала, от которой и 
зависит текущее значение ВС. Полученная ли-
нейная зависимость также соответствует из-
вестным фактам [13–15]. 

Как видно из рис. 3 и 4, длительность им-
пульсов ВС при возрастании величины заглуб-
ления с 1 до 5 мм повысилась в 2,2 раза, а ам-
плитуда ВС — в 2,5 раза. Поэтому можно при-
нять, что с увеличением величины заглубления 
длительность и амплитуда импульсов ВС растут 
в равных долях. 

Однако этот вывод является верным лишь 
для указанного материала — резины, поскольку 
в соответствии с формулой (1) текущее значе-
ние ВС зависит от удельного значения ВС и 
толщины поперечного сечения срезаемого слоя 
материала. Для другого материала, например, 
для стали, удельное значение ВС составляет 
2…4 кН/мм [12]. Соответственно при обработ-
ке стали РИ амплитуда ВС будет расти намного 
быстрее, чем длительность импульсов ВС при 
увеличении величины заглубления. Длитель-
ность импульсов ВС никак не зависит от 
свойств материала и будет оставаться неизмен-
ной для заданных значений величины заглуб-
ления и подачи. 

Зависимость длительности импульсов ВС от 
окружной скорости зубьев РИ показана на 
рис. 5, а. 

График построен при следующих входных 
параметрах: измельчаемый материал — резина; 
РИ — цилиндрическая шарошка; v = 1…10 м/с; 
sz = 1 мм/зуб; p = 88 мм; h = 2 мм; Fуд = 20 Н/мм2. 

Увеличение окружной скорости зубьев 
приводит к уменьшению длительности кон-
такта между РИ и деталью, следовательно, 
снижается и длительность импульсов ВС, что 
соответствует графику, приведенному на рис. 1. 
Длительность импульсов падает обратно про-
порционально изменению скорости: 
 0,284/t v  мс. 

Зависимость частоты импульсов ВС от 
окружной скорости зубьев РИ показана на 
рис. 5, б. Частота импульсов ВС увеличивается 
прямо пропорционально росту окружной ско-
рости зубьев, что хорошо согласуется с форму-
лой (2). 

Влияние окружной скорости на амплитуду 
импульсов ВС не исследовалось, так как теку-

 
Рис. 4. Зависимость амплитуды импульсов ВС  

от величины заглубления РИ в материал  
( — результаты моделирования;  

–––– — аппроксимирующая прямая) 
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щий вариант математической модели эту зави-
симость не учитывает. Также необходимо отме-
тить, что для неодинаковых материалов эта за-
висимость будет совершенно разной, и выпол-
нять подобное исследование имеет смысл лишь 
для конкретного материала с учетом его марки 
и химического состава. 

Полученные графики не универсальны и  
зависят от размеров РИ и числа зубьев, распо-
ложенных по дуге окружности РИ. Для всех 
представленных зависимостей диаметр РИ был 
принят равным 280 мм, а число зубьев, распо-
ложенных по дуге окружности, — 10. 

Выводы 
1. По результатам исследования с использо-

ванием математической модели измельчения 
материала цилиндрической шарошкой уста-
новлено, что подача на зуб оказывает суще-

ственное влияние на амплитуду импульсов ВС 
и незначительное — на их длительность. 

2. Рост величины заглубления РИ при обра-
ботке материала приводит к квазилинейному 
увеличению длительности импульсов ВС. Ам-
плитуда импульсов ВС линейно зависит от ве-
личины заглубления, однако при этом на нее 
оказывает значительное влияние удельное зна-
чение ВС, характерное для данного материала. 
В связи с этим нельзя однозначно определить, 
на какой из двух параметров величина заглуб-
ления оказывает наибольшее влияние. 

3. Изменение частоты импульсов ВС прямо 
пропорционально зависит от окружной скоро-
сти зубьев РИ, а длительность этих импуль-
сов — обратно пропорционально. 

4. Понимание этих зависимостей позволяет 
связать конкретные режимы измельчения ма-
териала с формируемыми при этом процессе 
параметрами импульсов ВС. 
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